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Einleitung 
Licht ist für den Menschen seit jeher eines der faszinierendsten Phänomene in der Natur, weil es ihm 
ein Einsehen in den Aufbau und die Struktur der materiellen Welt ermöglicht. Die Möglichkeiten der 
Erzeugung von Licht mit Lasern haben in den letzten Jahren mit der Bereitstellung von ultrakurzen 
Pulsen und hohen Leistungen bemerkenswerte Fortschritte gemacht. Mit Einführung der so genannten 
Chirped Pulse Amplification (CPA) durch Strickland und Mourou 1985 [1] wurde das Problem der 
endlichen Belastbarkeit der Laserkomponenten umgangen und damit der Weg für eine weitere 
Leistungssteigerung frei. Das Prinzip des „Chirping“ („Zwitschern“) ist die zeitliche Dehnung des 
Signals, so daß die Intensität des Strahls sinkt und es die üblichen Laserverstärker durchlaufen kann, 
ohne diese zu beschädigen. Durch Rekompression wird die Pulslänge zuletzt wieder verkürzt. Auf 
diese Weise konnte einerseits in der Großanlage in Livermore die Marke von einem Petawatt (1015 W) 
Leistung bei einer Pulsdauer von weniger als 500 Femtosekunden überschritten werden, andererseits 
ließ sich die Leistung von Laborlasern in noch kürzeren Pulsen (< 5 fs) auf 1021 Wcm-2 und mehr 
fokussieren. 
Diese Entwicklung bringt eine Reihe von neuen Anwendungsmöglichkeiten mit sich, wie zum 
Beispiel die lasergezündete Kernfusion („Fast Ignitor“) durch gezielte Energiedeposition in einem 
hochkomprimierten Fusionsmaterial, die Teilchenbeschleunigung auf kurzen Strecken in „wake 
fields“ („Kielfeldern“) [2], kompakte Röntgenquellen [3][4] und die Erzeugung von hohen 
Harmonischen [5]. 
1.1 Laser-Cluster-Wechselwirkung 
Die Wechselwirkung von kurzen intensiven Laserpulsen mit Materie hängt stark von deren Dichte ab. 
Während der Laserstrahl in wenig dichten Gasen lange Strecken (im Zentimeterbereich) zurücklegt, 
spielt sich die Wechselwirkung mit Festkörpern in einer dünnen Oberflächenschicht von wenigen 
Mikrometern ab. 
Alternativ stellen Atomcluster mit einer dem Festkörper vergleichbaren Atomdichte von etwa 1023 
Atomen pro cm3, aber einer Ausdehnung kleiner als die Laserwellenlänge, ein interessantes Ziel für 
kurze Laserpulse dar. Bei Ionisation im Laserfeld entstehen überdichte Mikroplasmen. 
Einige Gase bilden Van-der-Waals-Cluster aus, wenn sie unter hohem Druck durch eine Düse gepreßt 
werden und unter Abkühlung in ein Vakuum expandieren. Die Größe der Cluster hängt von der 
Atomsorte, dem Druck und der Temperatur ab und wurde von Hagena und Obert [6] empirisch 
charakterisiert. Bei schweren Edelgasen wie Argon, Krypton und Xenon, aber auch bei Stickstoff 
treten Cluster mit einer Größe von bis zu 100 Å, bestehend aus einigen zehntausend Atomen, auf, 
deren hydrodynamische Expansionszeit etwa eine Picosekunde beträgt. 
Die Untersuchung der Laser-Cluster-Wechselwirkung hat in den letzten zehn Jahren bemerkenswerte 
experimentelle Ergebnisse hervorgebracht. 
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Anfang der Neunziger Jahre berichteten McPherson et al über das Auftreten von Röntgenstrahlung 
von vier bis fünf keV bei Experimenten mit Xe-Clustern und Laserpulsen mit Intensitäten größer als 
1016 Wcm-2 und einigen hundert Femtosekunden Dauer [7][8]. Die Beobachtungen wurden auf 
Übergänge (3d→ 2p) in sogenannten „hohlen Atomen“ zurückgeführt, die entstehen, wenn die durch 
den Laser aufgeheizten Plasmaelektronen mit den gebundenen Elektronen der inneren Schalen der 
zum Teil hochionisierten Atome [9] stoßen. 
Nachfolgende Experimente von Ditmire et al zeigten, daß abhängig von der Intensität und der 
Atomsorte bis zu 95% der Laserenergie absorbiert wird [10]. Bei Intensitäten größer 1015 Wcm-2 
konnten im Energiespektrum der Plasmaelektronen zwei charakteristische Maxima mit Werten kleiner 
einem keV und zwischen zwei und drei keV gemessen werden [11]. Diese Aufspaltung der 
Elektronenenergie wird mit zwei unterschiedlichen Absorptionsmechanismen begründet. Zu Beginn 
des Pulses geschieht die Energieaufnahme über Stöße der Elektronen mit den Ionen und führt zur 
Heizung auf Energiewerte unterhalb einem keV. Mit zunehmender Dauer expandiert das Cluster und 
durchläuft eine Plasmaresonanz. Die Existenz des energetisch höheren Maximums ist eine Folge 
dieser Resonanzabsorption. 
Neben der hydrodynamischen Expansion entstehen wegen der Emission von energiereichen 
Elektronen starke radiale elektrische Felder, die die Ionen expandieren lassen. Dieser 
Expansionsprozeß kann mitunter explosionsartig vor sich gehen, wobei die Ionen auf mehrere hundert 
keV beschleunigt werden [12]. 
Bei relativistischen Laserenergien größer 1018 Wcm-2 können bei der Verwendung von 
Deuteriumclustern in einer solchen Explosion auch nukleare Reaktionen ausgelöst werden, so daß in 
Experimenten dieser Art energiereiche Fusionsneutronen beobachtet wurden [13]. Die Ausbeute von 
105 Neutronen pro Joule Laserenergie bei Verwendung von relativ kleinen Lasern zeigt einen Weg zu 
Neutronenquellen in kleinem Maßstab auf. 
1.2 Absorption in überdichten Plasmen 
Alle oben genannten Effekte sind direkte oder indirekte Folge der extremen Aufheizung der 
Elektronen im Laserpuls. Daher liegt es nahe, die Mechanismen der Energieaufnahme im Laserfeld 
genauer zu beleuchten. 
Ein einfaches Modell zur Absorption an der Oberfläche von Festkörpern von More et al [14] behandelt 
das entstehende Plasma als leitende Flüssigkeit mit einem steilen Dichtegradienten und einer von der 
Stoßfrequenz ν der Elektronen mit den Ionen abhängigen dielektrischen Funktion ε(ν). Für hohe 
Temperaturen können Plasmen hingegen als nahezu stoßfrei betrachtet werden, so daß die Absorption 
durch Coulombstöße und dem damit verknüpften Prozeß der inversen Bremsstrahlung an Bedeutung 
verliert. 
Stattdessen treten kollektive Absorptionsmechanismen in den Vordergrund. Der Vorgang der 
Resonanzabsorption wurde von Ginzburg [15] und Piliya [16] für einen p-polarisierten Laserstrahl 
beim Einfall auf ein Plasma mit flachem Dichtegradienten behandelt. Der Strahl tunnelt dabei bis zur 
kritischen Dichte und regt dort resonant Plasmawellen an, deren Energie durch verschiedene 
Mechanismen wie Wellenbrechen [18][19], Stoßdämpfung oder Landau-Dämpfung im Plasma 
dissipiert. 
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Beim Auftreffen eines Femtosekundenpulses auf eine Oberfläche ist die Bewegung der Ionen jedoch 
zunächst vernachlässigbar klein, so daß die Resonanzabsorption an der scharfen Kante des 
entstehenden überdichten Plasmas kaum von Bedeutung ist. 
In dieser Situation wurde von Brunel ein Absorptionsmechanismus vorgeschlagen, der allgemein als 
Vakuumheizung bekannt ist [20]. Danach verlassen unter Einwirkung der p-polarisierten Komponente 
des Lasers Elektronen an der Grenzfläche das Plasma und werden in einer halben Laserperiode im 
Vakuum zu hohen Geschwindigkeiten beschleunigt. Bei Rückkehr zum Plasma wird ihre Energie auf 
kurzen Strecken absorbiert. In diesem Prozeß können die Elektronen Energie in der Größenordnung 
des ponderomotorischen Potentials des Lasers erhalten. Für realistische endliche Dichtegradienten 
ergibt sich eine Situation, in der sowohl Resonanzabsorption als auch Vakuumheizung eine Rolle 
spielen [21]. 
1.3 Gegenstand der Untersuchung: Absorption in Mikroplasmen 
Obwohl die Absorption von Laserstrahlung an Festkörpern seit einigen Jahren Gegenstand von 
relativistischen Particle-In-Cell-Simulationen [21]-[25] und Vlasov-Simulationen [26][27] ist, können 
deren Ergebnisse nur bedingt auf die Laser-Cluster-Wechselwirkung übertragen werden. Während 
sich die Untersuchungen an Festkörpern zumeist auf einer Skala von mehreren Wellenlängen und in 
der Größenordnung des Laserfokus bewegen, besitzen Cluster eine deutlich geringere Größe. 
Daher soll in dieser Arbeit die Energieabsorption von Plasmen untersucht werden, deren Ausdehnung 
in mindestens einer Raumrichtung kleiner als die Wellenlänge des einstrahlenden Lasers ist. Dazu 
zählen dünne Plasmaschichten, Plasmasäulen und sphärische Plasmen. Im Mittelpunkt des Interesses 
steht dabei die Dynamik der Plasmaelektronen in Wechselwirkung mit intensiven 
Femtosekundenpulsen. Ziel ist ein genaues Verständnis der Intensitäts- und Frequenzabhängigkeit der 
Absorption und der vorherrschenden Absorptionsmechanismen. 
Die Untersuchungen basieren auf den Ergebnissen von drei unterschiedlichen Teilchensimulationen, 
die wiederum den Gegebenheiten der betrachteten Plasmaformation angepaßt sind. Jedem dieser 
Modelle ist ein eigenes Kapitel gewidmet. 
 
Das folgende Kapitel behandelt das Absorptionsverhalten einer dünnen Plasmaschicht in einem 
oszillierenden elektrischen Feld. Dazu wird ein eindimensionales elektrostatisches Teilchenmodell 
verwendet, welches die Bewegung freier Elektronen vor einem festen homogenen Ionenhintergrund 
beschreibt. Das Kapitel liefert einen grundlegenden Einblick in die Absorptionsvorgänge. 
 
Im dritten Kapitel wird der Übergang zu einem zweidimensionalen, elektromagnetischen Particle-In-
Cell-Modell (PIC) vollzogen. Ein solches Modell vernachlässigt durch Mittelung der Felder auf einem 
Gitter die individuellen Teilchenstöße im Sinne der Vlasov-Theorie, so daß die Wechselwirkung 
zwischen einzelnen Teilchen regularisiert wird und die Aufmerksamkeit auf den kollektiven 
Eigenschaften des Plasmas liegt. Mit Hilfe dieses Modells soll eine zylindrische Plasmasäule in einem 
Laserpuls untersucht werden. 
Die Möglichkeiten der PIC-Simulation werden durch die Größe des Gitters begrenzt. Dies bedeutet 
insbesondere bei hohen Intensitäten und beim Übergang zu dreidimensionalen Rechnungen eine starke 
Einschränkung. 
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Daher soll im vierten Kapitel ein alternatives Teilchenmodell vorgestellt werden, welches dieser 
Beschränkung nicht unterliegt. Das Modell berücksichtigt das Magnetfeld bei der Bewegung der 
Ladungen im Laserfeld, die Wechselwirkung zwischen den Teilchen wird jedoch rein elektrostatisch 
behandelt. Dabei werden harte Stöße durch die Annahme eines harmonischen Potentials für kurze 
Teilchenabstände eliminiert. 
Da das Modell in seiner Dimensionalität nicht beschränkt ist, werden im zweiten Teil des Kapitels 
Simulationsergebnisse für ein sphärisches Plasma gezeigt. Damit kann der Bezug zu den eingangs 
beschriebenen Clusterexperimenten hergestellt werden. 
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Eindimensionale elektrostatische Plasmasimulation 
Um eine grundlegende Idee davon zu bekommen, welche Vorgänge bei der Absorption von 
Laserenergie in einem Mikroplasma eine Rolle spielen, soll zunächst eine dünne Plasmaschicht in 
einem zeitlich veränderlichen elektrostatischen Feld betrachtet werden. Dies geschieht auf Basis eines 
eindimensionalen Modells, welches im ersten Teil des Kapitels beschrieben wird. Der zweite Teil 
widmet sich der numerisch berechneten Energieabsorption in Abhängigkeit von Laserfrequenz und 
Laserintensität. 
2.1 Kondensatormodell 
ξi(t)
xai
E (t)em
D0
 
Abbildung 2.1: Plasmaschicht im zeitabhängigen elektrischen Feld. 
Die Veränderung der Elektronendichte im Feld wird durch die 
Verschiebung von Flächenladungsdichten (blau) wiedergegeben. 
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Trifft ein p-polarisierter Laserstrahl unter flachem Winkel auf die Oberfläche einer Plasmaschicht, 
deren Dicke D0 klein gegenüber der Wellenlänge λ des Lasers ist, so lassen sich die 
Ladungsverschiebungen in Richtung der Flächennormalen mit einem einfachen eindimensionalen 
elektrostatischen Modell beschreiben (Abbildung 2.1). Der Einfluß des Laserstrahls wird in diesem 
Modell auf die zur Plasmaschicht senkrechte Komponente reduziert, Eem = Eem ⋅ ex, und als homogen 
über den betrachteten Raum angenommen. Für nicht zu große Intensitäten läßt sich die 
Magnetfeldkomponente vernachlässigen. 
Dieses Modell entspricht der Vorstellung, daß sich die Plasmaschicht zwischen zwei unendlich 
ausgedehnten, parallelen Kondensatorplatten befindet, die so weit auseinander stehen, daß im 
betrachteten Zeitraum keine Ladung des Plasmas sie erreicht, und die ein zeitlich veränderliches 
äußeres Feld Eem erzeugen. Das Modell wird daher auch Kondensatormodell genannt. 
Betrachtet man die Wechselwirkung der Plasmaschicht für wenige Laserperioden, so kann 
angenommen werden, daß sich in dieser Zeit die schweren Ionen des Plasmas nicht nennenswert 
bewegen und sich die Beschreibung auf die Bewegung der Elektronenladungen vor einem innerhalb 
der Schicht homogenen Ionenhintergrund mit der Ladungsdichte –qen0 reduziert. 
 
Wenn die Schicht in x-Richtung ausgedehnt ist und das äußere elektrische Feld Eem(t) homogen in der 
yz-Ebene angenommen wird, dann verschieben sich (bei anfangs gleichmäßiger Ladungsverteilung 
innerhalb der Schicht) durch dessen Einwirkung die negativen Ladungen so, daß die 
Ladungshomogenität in der yz-Ebene nicht gestört wird. Die Veränderung der negativen 
Ladungsdichte kann demnach durch Verschiebung von J Flächenladungsdichten 0 0 0eq n D Jσ =  mit 
Positionen x1..xJ beschrieben werden, die im folgenden als (Quasi-)Teilchen oder Simulationsteilchen 
bezeichnet werden. Weiterhin soll das System insgesamt ladungsneutral sein und offene Ränder 
besitzen. 
 
Die Quasiteilchen folgen der Newtonschen Bewegungsgleichung 
( ),ei i
e
qx E x t
m
= . (2.1)
Das elektrische Feld ( ),iE x t  setzt sich zusammen aus dem äußeren Feld Eem und dem Feld der 
Ladungsverteilung statE , welches sich aus der Poissongleichung 
( )
0
stat e
e i
E q n n
x ε
∂ = −∂  (2.2)
mit 
( )
( ) ( )( )
0 0
1
0 0
( )
J
e i
i
i
n Dn x x t Elektronendichte
J
n n x x D Ionendichte
δ
=
= −
= Θ −Θ −
∑
 (2.3)
ergibt. Wenn i i ix aξ = −  die Auslenkung der Quasiteilchen aus der Gleichgewichtslage 
( ) ( )0 120i i
Da x t i
J
= = = −  (2.4)
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bezeichnet, dann läßt sich folgende Bewegungsgleichung aufschreiben: 
( )
( )2 20 0
0 0
0
0
i
e
i p i p em
e
i
a x
i r i qx D D E t
J m
D a x D
ξ ω ξ ω
  − <   − + ≤ ≤ + =    − >   

. (2.5)
pω  ist die Plasmafrequenz der Elektronen 
2
0
0
e
p
e
q n
m
ω ε= , (2.6)
während r(i) für die Platznummer, die das i-te Teilchen in einer aufsteigend nach xi sortierten Liste 
einnimmt, steht. 
Die im zweiten Term dieser Bewegungsgleichung vorgenommene Fallunterscheidung beschreibt die 
rückstellende Kraft der Plasmaschicht, die auf ein Teilchen innerhalb oder außerhalb der Schicht 
wirkt. Läßt man den dritten Term außer acht, so ist die Gleichung im Inneren identisch mit einem 
bekannten Flüssigkeitsmodell für angeregte Plasmaoszillationen: 
( )2 ei p i em
e
q E t
m
ξ ω ξ+ = . (2.7)
Die Fallunterscheidungen beschreiben den Einfluß der Plasmagrenzen auf die Bewegung. 
Überschreitet ein Teilchen die Schichtgrenze, so erfährt es einen Wechsel von einer harmonischen zu 
einer konstanten Rückstellkraft. Wie später gezeigt wird, hat diese Nichtlinearität maßgeblichen 
Einfluß auf die Bewegung der Teilchen und das Absorptionsverhalten der Schicht. 
Durch den dritten Term wird der Tatsache Rechnung getragen, daß sich Teilchenbahnen kreuzen 
können und es damit zu Abschirmungseffekten kommen kann. Über diesen Term koppeln die 
Bewegungsgleichungen der ansonsten unabhängigen Teilchen. Die Wechselwirkung der Teilchen 
untereinander hängt somit nicht explizit vom Abstand zwischen Teilchenpaaren, sondern nur von der 
Reihenfolge der Teilchen in x-Richtung gegenüber der Ausgangsreihenfolge ab. Dadurch reduziert 
sich für diese eindimensionale Betrachtung die numerisch zeitintensive Kalkulation alle J2 
Paarwechselwirkungen auf eine relativ einfache Abzählung: Die Kraft auf ein Teilchen hängt nur ab 
von der Lage zur Schicht, dem äußeren Feld und der Anzahl der Teilchen links bzw. rechts von ihm. 
2.2 Absorption im elektrostatischen Teilchenmodell 
Wenn die Plasmaschicht mit einem Laser der Frequenz ω angeregt wird, so legt die 
Bewegungsgleichung der Teilchen (2.5) nahe, daß bei resonanter Anregung ω = ωp die eingestrahlte 
Energie effektiv in Bewegungs- bzw. Oszillationsenergie der Teilchen umgewandelt wird. Neben 
dieser Resonanzabsorption spielt besonders bei nichtresonanter Anregung ein weiterer 
Absorptionsmechanismus eine wichtige Rolle: Die Beschleunigung der aus den Oberflächen der 
Schicht emittierten Teilchen bis zu Energien der Größenordnung des ponderomotorischen Potentials 
[20]: 
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2 2
0
2
1
4
e
p
e
q EU
m ω= . (2.8)
Zum Studium des Absorptionsverhaltens einer dünnen Schicht im Rahmen des eindimensionalen 
Kondensatormodells sei der Energiesatz des Systems herangezogen: 
( )
d K U P
dt
+ = , (2.9)
in welchem K, U und P für 
Kinetische Energie
Potentielle Energie
absorbierte Leistung
2
1
0 2
1 :
2
:
2
:
J
i
i
es
em
K mx
U dV E
P qJ E
ε
=
=
=
=
∑
∫

 
stehen. 
Das Laserfeld habe den zeitlichen Verlauf eines Sinusquadrat-Pulses: 
( ) ( ) ( )20 1sin sin2em tE t E tnω ω= . (2.10)
n steht für die Anzahl der Perioden des Pulses, so daß die Pulsdauer 2 /nτ π ω=  beträgt. 
Ist das äußere Feld gleich Null, dann bleibt die Gesamtenergie des Systems W K U= +  erhalten. 
Die Differenz der Energie vor und nach dem Puls entspricht der absorbierten Energie Wabs. Bei starken 
Laserfeldern kann die Ausgangsenergie des Systems vernachlässigt werden. 
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Abbildung 2.2: Gesamtenergie pro Teilchen bei Wechselwirkung 
mit einem Laserpuls. Nach dem Abklingen des Pulses bleibt die 
Energie konstant. 
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Abbildung 2.2 zeigt den in einer Teilchensimulation berechneten Verlauf der Energie pro Teilchen. 
Die während des Pulses beobachtbaren Oszillationen sind auf die erzwungene Schwingung der 
Teilchen im Laserfeld zurückzuführen, zum Beispiel der freien Teilchen, die sich mit der 
Geschwindigkeit 
( ) ( ) 02 1sin cos ;2 eosz osz e
t q Ev v t v
n m
ω ω ω= − =  (2.11)
im Puls bewegen. Ihre Oszillationsenergie schwingt wie in Abbildung 2.2 zu sehen mit der doppelten 
Laserfrequenz und besitzt den Mittelwert 
21
4osz e osz p
K m v U= = . (2.12)
Nach dem oszillierenden Anstieg wird mit dem Pulsende ein konstantes Energieniveau erreicht, an 
dem Wabs abgelesen werden kann. Die Simulationen wurden mit J=3000 Teilchen durchgeführt, 
wobei keine merkliche Änderung der Ergebnisse bei einer anderen Teilchenzahl zwischen 1000 und 
5000 auftritt. 
Es ist aufschlußreich, die absorbierte Gesamtenergie pro Teilchen Wabs/J bei unterschiedlichen 
Frequenzen zu berechnen. Da der Gesamtenergieinhalt des Pulses von der Pulsdauer abhängig ist, muß 
diese bei Variation der Frequenz festgehalten werden. Dies ist gewährleistet, wenn  
0 0
2;nT const T πω= =  (2.13)
gilt, wobei n eine ganze Zahl ist (siehe Anhang C). 
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Abbildung 2.3: Energieabsorption in Abhängigkeit von der Frequenz. 
Die Feldamplitude E0 beträgt hier 0 max0.1E E= , wobei 
max 0 0 0/eE q n D ε=  das maximale elektrostatische Feldes einer 
elektronenleeren Schicht bezeichnet. 
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In Abbildung 2.3 ist die absorbierte Energie für unterschiedliche Frequenzverhältnisse / pω ω  
dargestellt. Es läßt sich ein breites Maximum bei ω = 0.7 ωp erkennen. Die Lage und Breite dieses 
Maximums widerspricht zunächst den Erwartungen einer scharfen Resonanz bei ω = 1.0 ωp. Die 
Abweichung läßt sich qualitativ über den Austritt von Elektronen erklären: 
Bei der gewählten maximalen Feldamplitude des Lasers E0 wird ein Großteil der Teilchen aus der 
Schicht gezogen. Die Rückstellkraft der aufgeladenen Schicht sorgt dafür, daß die Elektronen bei 
abgeschaltetem Laser zur Schicht zurückkehren und eine anharmonische Schwingung ausführen (siehe 
auch Kapitel 4.2.2). Die Periode dieser Schwingung hängt von der Abschirmung durch andere 
Teilchen ab und wird durch Stöße gegebenenfalls unscharf, so daß ein breites Frequenzspektrum der 
Bewegung des kollektiven Dipolmoments zu erwarten ist (vgl. Kapitel 3.3.2). Außerdem ist die 
Hauptfrequenz dieser Schwingungen wegen der geringeren Rückstellkraft kleiner als die der 
Oszillation innerhalb der Schicht. Die Anregung mit einem Laser hat demnach wegen Austritts von 
Elektronen zur Folge, daß sich die Resonanz des Systems zu kleineren Frequenzen hin verschiebt und 
verbreitert. 
Neben dem Resonanzmaximum ist auch eine hohe Absorption für kleine Frequenzverhältnisse / pω ω  
beobachtbar. Unter der Annahme, daß ein emittiertes Elektron einen Anteil seiner Oszillationsenergie 
Kosz ~ Up aufnimmt, ist dieser Anstieg mit der Proportionalität 2pU ω−∼  zu erklären (vgl. (2.11) und 
(2.12)). 
Die Absorption ist dieser Überlegung folgend zusätzlich abhängig von der Zahl der freiwerdenden 
Teilchen Jfrei. Diese Zahl läßt sich abschätzen, da mit der Emission eine Aufladung der Schicht 
verbunden ist. Das daraus resultierende elektrische Feld an der Schichtgrenze beträgt 
max
frei
Schicht
J
E E
J
= , (2.14)
wobei Emax das Feld einer elektronenleeren Schicht ist: 
0 0
max
0
eq n DE ε= . (2.15)
Bei adiabatischer Auslenkung der Elektronen im Laserfeld ist zu erwarten, daß ESchicht den Betrag der 
Laseramplitude E0 annimmt, so daß für Jfrei gilt: 
0
max
frei
EJ J
E
= . (2.16)
Insgesamt ergibt sich damit eine Skalierung der Absorption 3 1.50abs frei p pW J U E U∼ ∼ ∼ . 
Die numerischen Berechnungen bestätigen diese Beziehung. Abbildung 2.4 zeigt die Abhängigkeit der 
Absorption vom ponderomotorischen Potential bei einer Anregungsfrequenz von 0.1 pω ω= . Die 
maximale Feldamplitude E0 variiert zwischen 0.01 und 0.7 Emax. Für Felder zwischen 0.02 und 0.5 
Emax verhält sich die absorbierte Energie wie 
1.45
abs pW U∼  (2.17)
Für größere Amplituden tritt Sättigung ein, da ab 0 maxE E≈ die Schicht vollständig elektronenleer 
ist. 
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Abbildung 2.4: Absorbierte Energie der Schicht in Abhängigkeit vom ponderomotorischen 
Potential. Über einen weiten Bereich skaliert die Absorption mit Up1.45. 
Die Absorption durch austretende Elektronen wurde von Brunel für eine Festkörperoberfläche 
diskutiert [20]. Das vorliegende Schichtmodell unterscheidet sich davon durch das Vorliegen von zwei 
Oberflächen und durch die Möglichkeit, daß freie Elektronen die Schicht mehrfach durchdringen. 
Beide Effekte führen zu einer Erhöhung der Absorptionseffizienz im Schichtmodell [34]. 
 
Die Ergebnisse zur Absorption einer dünnen Plasmaschicht in einem äußeren Feld zeigen, daß bei 
Anregung mit einer Frequenz deutlich unterhalb der Plasmafrequenz ein Absorptionsmechanismus 
dominiert, der mit dem Auftreten von freien Teilchen zusammenhängt. Es liegt nahe anzunehmen, daß 
dieser Mechanismus auch in Systemen höherer Dimension relevant ist. Der folgende Teil der Arbeit 
soll diese Annahme für ein zweidimensionales System bestätigen und das Verständnis der Absorption 
durch Präsentation und Deutung der Ergebnisse relativistischer elektromagnetischer Simulationen 
vertiefen. 
 
 

  
Kapitel 3  
 
Elektromagnetische Particle-In-Cell-Simulation 
Einer Simulation der vollständigen Dynamik eines Plasmas als Vielteilchensystem in zwei- oder drei 
Dimensionen sind aufgrund der aktuellen (und in näherer Zukunft absehbaren) Leistung von 
Computersystemen enge Grenzen gesetzt. Es ist daher nötig, Näherungsverfahren zu verwenden, 
welche die essentiellen Eigenschaften des betrachteten Plasmas beinhalten. Das Particle-In-Cell-
Verfahren (kurz: PIC-Verfahren) vernachlässigt die komplexe Dynamik von Einzelteilchenstößen 
zugunsten der kollektiven Wechselwirkungen und ist daher im Rahmen einer Vlasov-Theorie zu 
begründen. Mit dieser Einordnung beschäftigt sich der erste Teil dieses Kapitels. 
Die Vorgehensweise des PIC-Verfahrens ist anschaulich verständlich und an mehreren Stellen (z.B. 
[28]) in der Literatur beschrieben. Daher beschränkt sich der zweite Teil des Kapitels darauf, die 
Grundzüge und Ergänzungen der speziellen elektromagnetischen und relativistischen Implementation 
des Verfahrens, auf denen diese Arbeit basiert, darzustellen. Dazu zählt ein ladungserhaltender 
Algorithmus zur Teilchenbewegung und Feldberechnung. 
Der dritte Teil zeigt die Anwendung auf die zweidimensionale Geometrie einer zylindrischen 
Plasmasäule in einem kurzen intensiven Laserpuls. Wie schon im vorhergehenden Kapitel stehen auch 
hier die numerischen Ergebnisse der Simulation zum Absorptionsverhalten des Plasmas im 
Vordergrund. 
3.1 Simulation eines Vielteilchensystems 
Ein Verfahren zur Berechnung der Entwicklung eines Vielteilchensystems auf dem Computer muß 
einige Schwierigkeiten umgehen bzw. lösen: 
Das erste Problem ist die selbst für mikroskopisch kleine Systeme relativ große Anzahl Teilchen, 
deren Erfassung im Computer einen enormen Speicherbedarf mit sich bringt. Eine ungefähre Grenze 
der simulierbaren Teilchenzahl N auf handelsüblichen PCs läßt sich abschätzen, wenn man annimmt, 
daß pro Teilchen mindestens die sechs Koordinaten im Phasenraum gespeichert werden müssen. Je 
nach Genauigkeit werden vier bis acht Bytes pro Koordinate (float oder double) benötigt. Bei einer 
Speicherkapazität von 512 MB lassen sich somit höchstens 108 Teilchen simulieren. Diese Zahl 
scheint recht groß. Bei einer angenommenen Elektronendichte von 1029 m-3 eines Festkörpers in einem 
starken Laserfeld bedeutete dies jedoch ein maximales Simulationsvolumen mit einer Kantenlänge 
von etwa 100 nm, also kleiner als die Wellenlängen üblicher Laser. Eine exakte Berechnung der 
Einzelteilchenbewegung in einem lasererzeugten Fusionsplasma ist somit nicht möglich. 
Mit der Teilchenzahl steigt auch der Aufwand zur Berechnung der Kräfte zwischen den Teilchen. Die 
genaue elektrostatische Wechselwirkung läßt sich aus den N2 Teilchenpaarwechselwirkungen 
bestimmen. Für 106 Teilchen sind somit mehr als 1012 Berechnungen durchzuführen. Ein Prozessor 
mit 1GHz Taktfrequenz kann maximal 109 Berechnungen pro Sekunde ausführen, so daß deutlich 
mehr als 1000 Sekunden pro Zeitschritt nötig wären. 
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Eine weitere Schwierigkeit bei der Berechnung exakter Paarwechselwirkungen ergibt sich aus der 
Singularität des elektrostatischen Potentials bei r = 0. Numerische Verfahren zur Lösung der 
Bewegungsgleichung eines Teilchens im Potential eines anderen arbeiten mit endlichen Zeitschritten 
∆t. Bei kleinen Stoßparametern muß dieser Zeitschritt sehr klein gewählt werden, um die 
Impulserhaltung des Stoßes gewährleisten zu können. 
In starken Laserfeldern bei Intensitäten ab etwa 1.0 · 1018 Wcm-2 wird die Bewegung der Elektronen 
relativistisch, so daß Retardierungseffekte bei der Wechselwirkung berücksichtigt werden müssen. In 
einer Teilchensimulation ist es deshalb erforderlich, daß die "Geschichte", also ein Teil der bisherigen 
Bahn der Teilchen im Speicher gehalten wird. Dies ist selbst bei relativ kleinen Teilchenzahlen sehr 
speicherintensiv. 
Die meisten Schwierigkeiten entstehen, wenn alle Details der Teilchenwechselwirkung berücksichtigt 
werden sollen. Die kollektiven Eigenschaften eines idealen, stoßfreien Plasmas lassen sich jedoch in 
vielen Fällen beschreiben, ohne diese Details zu berücksichtigen. Daher ist es sinnvoll, von einem 
Vielteilchenmodell zu einer statistischen Beschreibung überzugehen, bei der Teilchenstöße 
vernachlässigt werden. Dies geschieht im Rahmen der Vlasov-Theorie. 
3.1.1 Grundlagen der Vlasov-Theorie 
Ein System aus geladenen, punktförmigen Teilchen der Teilchensorte α mit den Koordinaten xi(t) und 
Geschwindigkeiten vi(t) läßt sich komplett mikroskopisch ausdrücken [32] über eine Funktion 
( ) ( )( ) ( )( )
1
, ,
N
i i
i
M t t t
α
α δ δ
=
= − −∑x v x x v v . (3.1)
Die mikroskopischen, elektromagnetischen Felder ergeben sich dann aus den Maxwell-Gleichungen 
(A.1) bis (A.4) (siehe Anhang A): 
( )
( ) ( )
( )
( )
( ) ( )
( )
2
0
0
1 , ,
1 , ,
0
mik
mik
mik
mik
mik
mik
c q d M t
t
t
q d M t
α α
α
α α
α
ε
ε
∂ = ∇× −∂
∂ = −∇×∂
∇ ⋅ =
∇ ⋅ =
∑ ∫
∑ ∫
E B v v x v
B E
E v x v
B
 (3.2)
die zusammen mit den Bewegungsgleichungen 
( ) ( )( )i i mik miki
i
i
i
d q
dt m
d
dt
= + ×
=
v E v B
x v
 (3.3)
ein geschlossenes System bilden. Die statistischen Eigenschaften eines solchen Systems werden durch 
die Liouville-Funktion 
( )1 1 1 1, ,..., , , ..., ...,NF tα α β βx v x v  (3.4)
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repräsentiert, welche die Wahrscheinlichkeitsdichte eines Ensembles von N-Teilchensystemen 
darstellt. Für diese Dichte gilt die Liouville-Gleichung: 
0dF
dt
= . (3.5)
Da die Liouville-Gleichung wegen ihrer Abhängigkeit von allen Koordinaten nicht gut zu handhaben 
ist, wird häufig eine reduzierte Beschreibung verwendet, die sich durch Integration der 
Verteilungsfunktion über die Phasenraum-Koordinaten aller bis auf ein, zwei, usw. Teilchen ergibt. 
Die daraus resultierenden s-Teilchenfunktionen genügen einer Hierarchie von kinetischen 
Gleichungen, die als BBGKY-Hierarchie bezeichnet wird [33]. Der einfachste Fall der Einteilchen-
Verteilungsfunktion enthält damit natürlich eine deutlich reduzierte Information über das System, da 
hier Wechselwirkungen mit dem nächsten Nachbarn ignoriert werden. Eine Zweiteilchen-
verteilungsfunktion hingegen beinhaltet diese Zweiteilchen-Wechselwirkungen wohl. 
Einteilchenverteilungsfunktionen gehorchen der Boltzmann-Gleichung 
( ) ( ), ,q f t C
t m
α α α
α
∂ ∂ ∂  + ⋅ + + × ⋅ =  ∂ ∂ ∂v E v B x vx v  (3.6)
Boltzmann - Stoßterm:Cα , 
wobei der Stoßterm Cα im allgemeinen von der Zweiteilchenverteilungsfunktion abhängt. Bei 
Vernachlässigung des Stoßterms auf der rechten Seite ergibt sich die Vlasov-Gleichung, die die 
Entwicklung der Einteilchenverteilungsfunktion beschreibt: 
( ) ( ), , 0q f t
t m
α α
α
∂ ∂ ∂  + ⋅ + + × ⋅ =  ∂ ∂ ∂v E v B x vx v . (3.7)
Die elektrischen und magnetischen Felder sind hierbei mittlere Felder, die aus den Maxwell-
gleichungen mit der Verteilung fα selbstkonsistent bestimmt werden. 
Für die Funktion fα läßt sich leicht zeigen, daß sie direkt mit der über alle Konfigurationen gemittelten 
Phasenraumdichte zusammenhängt: 
( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )
( )
1
0
, ,
, ,
N
N
N i i
i
N i i
M d d F M t
d d F t t
N d d F t t
g f t
α
α α
α α
α α α
α α
δ δ
δ δ
=
=
= − −
= − −
=
∫
∑∫
∫
X V x v
X V x x v v
X V x x v v
x v
 (3.8)
Volumenelement 
Systemvolumen
mittlere Phasenraumdichte der Teilchensorte 
3 3 3 3
1 1 1 1
0
: ... ...
:
:
d d d x d v d x d v
Ng
α α β β
αα α
Γ
≡ Γ
X V
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Für stoßfreie Plasmen beschreibt die Einteilchenverteilungsfunktion die statistischen Eigenschaften 
hinreichend gut. 
3.1.2 Teilchensimulation mit regularisierter Wechselwirkung 
In einer Teilchensimulation können die individuellen Stöße durch eine Regularisierung der 
Wechselwirkung für kurze Abstände vermieden werden. Wesentlich dafür ist der Übergang von der 
Betrachtung von Punktteilchen zu Teilchen, denen eine begrenzte, aber räumlich ausgedehnte Ladung 
q zugeschrieben wird, ausgedrückt durch eine normierte Funktion ( )S x : 
( ) ( )i iq q Sδ − → −x x x x . (3.9)
Als Beispiel für ein solches S sei angenommen, daß die Ladung eines Teilchens gleichmäßig über das 
Volumen einer Kugel mit Durchmesser d verteilt sei. Außerhalb der Kugel verhält sich das 
elektrostatische Potential wie das einer Punktladung, während es innerhalb der Kugel linear verläuft. 
Diese "Verschmierung" der Ladung erfolgt zur Regularisierung der Wechselwirkung zwischen 
Teilchen für kurze Abstände, so daß die Dynamik harter Stöße eliminiert wird. Es sei hier betont, daß 
dieser Schritt sich ausschließlich auf die Eigenschaft der Ladung des Teilchens bezieht; diese können 
sich nach wie vor beliebig nahe kommen. 
 
Ein solches System von ausgedehnten Teilchen kann analog zu stoßfreien Punktteilchen mit der 
Vlasov-Theorie beschrieben werden. Die dazugehörige Einteilchenverteilungsfunktion ( ), ,Sf tx v  
gehorcht der Vlasov-Gleichung (3.7). Unter Berücksichtigung der Regularisierung der 
Wechselwirkung lassen sich Ladungsdichte, Stromdichte und elektromagnetische Kraftdichte wie 
folgt berechnen: 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )
, , ,
, , ,
, , , , , .
S
S
S
t q d S d f t
j t q d S d f t
t q d S d t t f t
ρ ′ ′ ′= −
′ ′ ′= −
′ ′ ′ ′ ′= − + ×
∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫
x x x x v x v
x x x x v v x v
k x x x x v E x v B x x v
 (3.10)
Die Vlasov-Gleichung für die Verteilungsfunktion Sf  ist mathematisch äquivalent zum System der 
Bewegungsgleichungen der Teilchen im Phasenraum. 
Zur Lösung der Vlasov-Gleichung eines N-Teilchensystems kann ein repräsentatives 
Teilchenensemble betrachtet werden. Dies entspricht der Annahme, daß sich jeweils einige Teilchen 
für einen Zeitschritt ∆t auf nahezu parallelen Phasenraumbahnen bewegen, so daß ihre Bewegung 
durch J Simulationsteilchen beschrieben werden kann. Die Verteilungsfunktion dieser 
Simulationsteilchen zum Zeitpunkt t lautet: 
( )( ) ( )( )
1
J
P
S i i
i
Nf t t
J
δ δ
=
= − −∑ x x v v . (3.11)
Diese Teilchen geben hier die Entwicklung der Ladungs- und Stromdichten an, die sich wie folgt 
bestimmen lassen: 
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( ) ( ) ( )( )
( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )
1
1
1
1
,
,
J
i
i
J
i
i
J
i i
i
J
i i
i
Nt q d S t
J
Q S t
Nt q d S t t
J
Q t S t
τ δ
δ
=
=
=
=
′ ′ ′= − −
= −
′ ′= − −
= −
∑∫
∑
∑∫
∑
x x x x x x
x x
j x x x x v x x
v x x
 (3.12)
effektive Ladung der Simulationsteilchen .:NQ q
J
≡  
Die Simulationsteilchen sollen der Vlasov-Gleichung genügen und erfüllen daher folgende 
Bewegungsgleichungen. 
( ) ( )( ), ,i i i i
i i
d Q t t
dt M
d
dt
= + ×
=
v E x v B x
x v
 (3.13)
effektive Masse der Simulationsteilchen .:NM m
J
≡  
Die auftretenden Felder ergeben sich aus den Maxwellgleichungen. 
3.1.3 Dimensionslose Variablen 
Der Zeitaufwand für eine mehrdimensionale Computersimulation eines Plasmas kann je nach 
Anwendung und Computerhardware leicht mehrere Stunden betragen. Dementsprechend ist es 
sinnvoll, überflüssige Berechnungen, wie die Multiplikation mit physikalischen Konstanten, besonders 
in häufig aufgerufenen Funktionen des Programms zu vermeiden. 
Daher empfiehlt es sich, die verwendeten Grundgleichungen in eine möglichst einfache Form zu 
bringen, bei der Konstanten durch Skalierung der physikalischen Größen verschwinden. 
Allgemein hängt eine skalierte, dimensionslose Variable *gˆ g g=  über einen dimensionsbehafteten 
Skalenfaktor *g  mit der physikalischen Variable zusammen. Die Maxwellgleichungen lassen sich 
somit in transformierter Form aufschreiben: 
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* * *
2
* *
0
* *
* *
* *
*
0
*
*
ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ
ˆ ˆ ˆ
ˆ
ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ 0.
ε
ρρ ε
∂ = ∇× −∂
∂ = −∇×∂
∇ ⋅ =
∇ ⋅ =
E B j
B E
E
B
E B jc
t t x
B E
t t x
E
x
B
x
 (3.14)
Die Bewegungsgleichungen lauten 
* *
* * * *
*
* *
*2
2
2
ˆˆ ˆˆ ˆ ˆˆ
1ˆ ˆ , .
ˆ1
d m vm qq E v B
dt t
u v
vv
c
γ
γ γ
 = + ×   
= =
−
uu E B
u v  (3.15)
Die meist zweckmäßige Wahl der Skalenfaktoren hängt zum Teil auch vom simulierten System ab. In 
der Regel wird *x gleich einer charakteristischen Länge des Systems oder des Modells (z.B. dem 
Gitterpunktabstand beim PIC-Modell) 
*x x≡ ∆  (3.16)
gesetzt, so daß Entfernungen in Einheiten dieser Länge angegeben werden können. Sollen die 
transformierten Maxwellgleichungen konstantenfrei sein, so folgt: 
*
*
0
* * * *
* *
,
,
xE
E cB j c
xt v c
c
ρ
ε
ρ
∆=
= =
∆= =
 (3.17)
Es ergeben sich formal fünf Gleichungen zur Bestimmung von sechs Variablen. 
Diese Beziehungen haben zur Konsequenz, daß sich ein Teilchen oder eine Welle innerhalb der Zeit 
ˆ 1dt =  nicht weiter als einen Abstand x∆  bewegen kann, da die bei Lichtgeschwindigkeit 
zurückgelegte Entfernung ˆ /cdt cdt x c x= ∆ = ∆  beträgt (dies hat besonders für das PIC-Modell 
Relevanz, wie weiter unten näher erläutert werden soll). 
Aus der Forderung nach einer konstantenfreien Bewegungsgleichung ergibt sich eine sechste 
Gleichung mit drei weiteren Variablen 
* 2 *2 *
2
0
m c q n
x ε=∆ , (3.18)
so daß insgesamt drei Faktoren frei wählbar sind. 
Wenn ein Zusammenhang zwischen dem Skalenfaktor für die Teilchendichte einer Teilchensorte *n  
und den Faktoren der Ladungsdichte und der Ladung in der einfachen Form 
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*
*
*n q
ρ=  (3.19)
angenommen wird, dann bedeutet dies, daß die Skalenfaktoren der Ladung und der Masse 
voneinander abhängig sind. 
Eine anschauliche Wahl für *n  ergibt sich, indem die skalierte Anfangsdichte 0nˆ  mit der mittleren 
Anzahl der Simulationsteilchen pro dimensionslosem Einheitsvolumen gleichgesetzt wird. Wenn die 
Teilchen zu Beginn ein begrenztes Volumen 0ˆV  einnehmen, gilt: 
0
0
ˆ ˆ
Jn
V
= . (3.20)
Der Skalenfaktor der Teilchendichte *n  kann dementsprechend aus den Anfangsdichten 0n  und 0ˆn  
berechnet werden, die als Simulationsparameter bekannt sind: 
0*
0ˆ
nn
n
= . (3.21)
Diese Festlegung berücksichtigt auch den Übergang von N physikalischen Teilchen zu J 
Simulationsteilchen. 
Die Gleichung (3.18) zeigt, daß bei festgelegten Faktoren *x  und *n  (und der Festlegung, daß die 
Gleichungen konstantenfrei sein sollen) zuletzt nur noch eine Wahlfreiheit besteht, entweder *m  oder 
*q . Für die dieser Arbeit zugrunde liegenden Simulationen ist es praktisch, folgende Wahl zu treffen: 
*
* ,
α
α
=
= −
e
e
m m
q q  
(3.22)
mit 
2
02 2 ˆ
p
c n
x
α ω= ∆ . (3.23)
In dieser Beziehung ist 
2
0
0
e
p
e
q n
m
ω ε=  (3.24)
die für ein Plasma charakteristische Plasmafrequenz der Elektronen. 
Der Faktor α  ist so zu verstehen, daß durch ihn das Verhältnis zwischen Kraft und Trägheit der 
Simulationsteilchen geregelt wird 1. 
                                                     
1 Auf den ersten Blick erscheint für eine Simulation, die vorwiegend oder ausschließlich die Bewegung von 
Teilchen gleicher Ladung (z.B. Elektronen) berechnet, die Wahl * eq q=  und * em m=  geeignet, da damit 
diese Teilchen in der Simulation Ladung und Masse Eins hätten. Dies erspart eine Multiplikation in der 
Berechnung der Bewegungsgleichung. Damit kann allerdings *n  (oder ein anderer Skalenfaktor) nicht mehr wie 
oben angegeben gewählt werden, so daß die faktorfreie Dichteberechnung für nˆ  entfällt. Die Multiplikation zur 
richtigen Skalierung zwischen Kraft und Trägheit erfolgt dann nur an anderer Stelle. 
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Damit lassen sich für alle in den Grundgleichungen vorkommenden Größen Skalenfaktoren angeben: 
2
0*
0 0
0*
0 0
0*
0
0*
0
ˆ
ˆ
ˆ
.
ˆ
α ε
α ε
ρ α
α
∆= − = − ∆
∆= − = − ∆
= −
= −
e e
e
e e
e
e
e
q x n m cE
n q x
q x n m cB
c n q x
nq
n
nj cq
n
 (3.25)
Ferner ergibt sich aus 
*
*
0 0
2 2ˆ ; ˆˆ ˆt T T
π πω ω ω= =  (3.26)
der Skalenfaktor der Frequenz: 
* c
x
ω = ∆ , (3.27)
so daß für die dimensionslose Plasmafrequenz gilt: 
02 ˆˆp
nω α= . (3.28)
Die dimensionslosen Gleichungen lauten: 
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ˆ ˆ 0
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∂ = −∇×∂
∇ ⋅ =
∇ ⋅ =
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B
 (3.29)
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γ γ
γ γ
 = + ×   
= = −
uu E B
u v
 (3.30)
Im folgenden werden alle Gleichungen in diesen dimensionslosen Größen aufgeschrieben; der 
Einfachheit halber soll auf das ^ über den Größen verzichtet werden. An einigen Stellen dient es der 
physikalischen Einordnung, wenn Werte in SI-Einheiten bekannt sind. In diesem Fall werden die 
Einheiten notiert und im Zweifel die Größen mit dem Zusatz (SI) versehen. 
 
Es ist anzumerken, daß die Skalierungen so beschaffen sind, daß sie auf ein-, zwei- oder 
dreidimensionale Problemstellungen angewandt werden können. In der Regel ist es nicht möglich, alle 
Ladungen in einem Plasma in einer Simulation einzeln zu behandeln, sondern sie müssen zu 
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repräsentativen Quasiladungen zusammengefaßt werden (Kapitel 3.1.2). Diese Quasiladungen stellen 
je nach Geometrie des Problems Plasmaschichten (1D), -säulen (2D) oder -kugeln (3D) dar, denen die 
Quasiladung qˆ  zugeordnet wird. Die Wahl des Skalenfaktors * 0 0ˆn n n=  als Verhältnis der 
Anfangsdichte der Realteilchen zur Anfangsdichte der Quasiteilchen gewährleistet dabei die richtige 
Umrechnung in SI-Einheiten. 
3.2 Particle-In-Cell-Verfahren 
Die oben beschriebenen Simulationsteilchen mit regularisierter Wechselwirkung finden im Particle-In-
Cell-Verfahren Anwendung. Es stellt neben anderen Verfahren ein leistungsfähiges Modell zum 
effizienten Umgang mit den oben beschriebenen Problemen einer Vielteilchensimulation dar. 
Dem Verfahren liegt das Prinzip zugrunde, daß auf den Punkten eines räumlichen Gitters aus den 
Teilchenpositionen und -geschwindigkeiten gemittelte Felder berechnet werden, die wiederum die 
Teilchenbewegung bestimmen. Das Gitter unterteilt den Simulationsraum in Zellen, die dem 
Verfahren den Namen geben. Der numerische Aufwand reduziert sich dadurch von der Berechnung 
der J2 Paarwechselwirkungen auf die Ordnung J, da für jedes Teilchen nur der Beitrag zum mittleren 
Feld bestimmt werden muß. 
Grundsätzlich bestehen verschiedene Möglichkeiten der Realisierung eines PIC-Modells. So lassen 
sich für ein elektrostatisches Verfahren die elektrischen Felder durch Lösung der Poisson-Gleichung 
auf einem Gitter bestimmen. Alternativ können auch die Potentiale φ und A aus den Ladungsdichten 
errechnet werden. Die dazu verwendeten Mittelungsverfahren sind in verschiedenen Quellen (z.B. 
[28]) beschrieben und anschaulich verständlich. 
Das dieser Arbeit zugrundeliegende Modell basiert auf der Lösung der Entwicklungsgleichungen der 
Felder E und B, wobei die Zwangsbedingungen trotz Mittelung erfüllt bleiben sollen. Die 
Entwicklung des Systems über einen Zeitschritt ∆t gliedert sich typischerweise wie folgt: 
• Berechnung der mittleren Stromdichte auf dem Gitter aus den Teilchenpositionen und 
-geschwindigkeiten. 
• Integration der Entwicklungsgleichungen (A.1) und (A.2) zur Bestimmung der Felder. 
• Mittelung der Felder am Ort jedes Teilchens zur Berechnung der Kraft. 
• Integration der Bewegungsgleichungen (A.5) der Teilchen. 
Schritt eins und drei sind hierbei mit der Diskretisierung des Raumes durch das Gitter verbunden, 
während die Schritte zwei und vier mit einer Diskretisierung der Zeit einhergehen. 
Wegen der endlichen Feinheit des Gitters und der Zeitschritte können Felder und Teilchenkoordinaten 
nur bis zu einer gewissen Ordnung genau berechnet werden. Daraus ergeben sich einige mögliche 
numerische Fehlerquellen, die zu physikalischen Ungenauigkeiten oder Instabilitäten führen können 
und deren Behandlung Gegenstand vieler Arbeiten ist. An dieser Stelle soll näher auf den Aspekt der 
konsistenten Feldberechnung eingegangen werden. Ziel ist eine Vorgehensweise, bei der die 
Zwangsbedingung ρ∇ ⋅ =E  auch für die gemittelten Felder und Dichten erfüllt bleibt. 
Da sich E aus der Zeitentwicklung der Felder berechnet, während sich ρ mit der Bewegung der 
Teilchen ändert, wird zunächst die Änderung der Felder und der Teilchenpositionen innerhalb eines 
Zeitschritts betrachtet. 
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Der sich anschließende Abschnitt beschäftigt sich daraufhin mit einem Verfahren zu Mittelung der 
Stromdichte auf dem Gitter, welches die Konsistenz der beiden Änderungen gewährleistet. 
3.2.1 Integration der Entwicklungs- und Bewegungsgleichungen 
Die Entwicklungsgleichungen der Maxwellgleichungen liefern eine Beziehung zwischen Stromdichte 
und zeitlicher Änderung des elektrischen Feldes. Wenn sich das System über einen kleinen Zeitschritt 
von t0 nach 1 0t t t= + ∆  entwickelt, kann das Feld zum neuen Zeitpunkt t als Entwicklung um den 
Zeitpunkt t0 ausgedrückt werden: 
( ) [ ]
0
0 0
2
2
1 2
1 ...
2t t t
t t t
t t
 ∂ ∂   = + ∆ + ∆ +   ∂  ∂   
E E E E . (3.31)
Unter Verwendung der Maxwellgleichung (A.1) und (A.2) lassen sich die Zeitableitungen zum 
Zeitpunkt t0 ersetzen: 
( ) [ ]
[ ] [ ]( )
0
0 0
0 0
1
21
2
... .
=
+∆ ∇× −
  ∂ ∂    + ∆ ∇× −        ∂ ∂        
+
E E
B j
B j
t
t t
t t
t
t
t
t t
 (3.32)
Eine Umordnung der Terme ergibt: 
( ) [ ]
[ ] [ ]
0
0 0
0 0
1
1 1... ... .
2 2
=
       ∂ ∂      +∆ ∇× + ∆ + − + ∆ +            ∂ ∂             
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t
t t
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 (3.33)
Vergleicht man die in geschweiften Klammern gefaßten Terme mit der Entwicklung von B bzw. j um 
t0 zum Zeitpunkt 12
1
0 2t t t= + ∆  
( ) [ ]
( ) [ ]
0
0 0
0
0 0
2
2
1 2 2
2
2
1 2 2
1 1 ...
2 8
1 1 ...,
2 8
 ∂ ∂   = + ∆ + ∆ +   ∂  ∂   
 ∂ ∂   = + ∆ + ∆ +   ∂  ∂   
B B B B
j j j j
t
t t
t
t t
t t t
t t
t t t
t t
 (3.34)
so sind diese bis zur Ordnung ∆t identisch. Dies bedeutet, daß E(t) bis in zweiter Ordnung in ∆t 
genau durch ( )0tE , ( )12tB  und ( )12tj  ausgerechnet werden kann: 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 12 2 31 0t t t t t O t= + ∆ ∇× − + ∆E E B j . (3.35)
Analog gilt: 
( ) ( ) ( )( ) ( )1 12 2 30t t t t O t−= −∆ ∇× + ∆B B E . (3.36)
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Dies ist das für das PIC-Modell übliche Verfahren, welches als Leap-Frog-Algorithmus bezeichnet 
wird. Durch die zeitliche Versetzung der E- und B-Felder zueinander um einen halben Zeitschritt ½∆t 
läßt sich das eine Feld aus dem jeweils anderen für den folgenden Zeitschritt mit der oben 
angegebenen Genauigkeit berechnen. 
Zur Erfüllung der Zwangsbedingung (A.3) ist die Abhängigkeit von B wegen ( ) 0∇ ⋅ ∇× =B  nicht 
relevant. Entscheidend ist dagegen, auf welche Weise ( )12tj  in dieser Näherung nun exakt aus den 
Teilchenpositionen und –geschwindigkeiten berechnet wird. Dazu muß zunächst die 
Teilchenbewegung bekannt sein. 
 
Der Leap-Frog-Algorithmus findet auch auf die Bewegung der Teilchen Anwendung: 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1
2
1 1
2 2
1 0
0 0 0 .−
= + ∆
= + ∆ + ×
x x v
v v E v B
i i i
i i i
t t t t
qt t t t t t
m
 (3.37)
Da die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t0 nicht bekannt ist, wird sie gewöhnlich durch einen 
Mittelwert ersetzt: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 12 2 2 20 012i i i iqt t t t t t tm− −− = ∆ + + ×v v E v v B . (3.38)
Diese Gleichung kann nach ( )12i tv  aufgelöst werden [28]: 
( ) ( ) ( ) ( )M1 12 2 0 02 2i i
t q t qt t t t
m m−
∆ ∆ = ⋅ + +  v v E E . (3.39)
Liegt das Magnetfeld zB e&  parallel zur z-Achse, dann ist M die Rotationsmatrix: 
2
2 2
2
2 2
1 2 0
1 1
2 1 0
1 1
0 0 1
a a
a a
a a
a a
 −    + +    − −  =   + +         
M  (3.40)
mit 
( )02
t qa B t
m
∆=  (3.41)
Auch die relativistische Bewegungsgleichung läßt sich auf diese Weise lösen. Dazu müssen in den 
Gleichungen (3.37) und (3.40) die Ersetzungen 
( )
( )0
02
i i i i
rel
i
t qa a t
t m
γ
γ
→ =
∆→ =
v u v
B  (3.42)
vorgenommen werden. 
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Zur Übersichtlichkeit der Notation soll von nun an eine Größe G zu den verschiedenen Zeitpunkten 
eines Zeitschritts wie folgt gekennzeichnet werden: 
( ) ( )
( ) ( )
usw.
1
2 1
2
0
0G G t
G G t
≡
≡  (3.43)
3.2.2 Mittelungsverfahren auf dem Gitter 
Nachdem die zeitliche Änderungen der Felder und die Teilchenbewegung in oben beschriebener 
Näherung bekannt sind, bleibt es Aufgabe, die Mittelwerte der Felder und Dichten auf dem Gitter zu 
bestimmen. 
 
E , jx x
E , jz z
X
Y
Z
E , jy y
Bz
Bx
By
ρ
l
l+1
l-1
m+1mm-1
n+1
n
n-1
V, A
V’, A’
 
Abbildung 3.1: Gemittelte Felder und Dichten auf dem PIC-Gitter 
(die Querbalken über den Größen sind der Übersichtlichkeit halber 
weggelassen). 
Wie in Abbildung 3.1 gezeigt wird, unterteilt das Gitter dem Simulationsraum in kubische Zellen mit 
der Kantenlänge ∆x. Für das Volumen V und die Oberflächen A dieser Zellen lassen sich Mittelwerte 
der Dichten  
, ,
3 2
1 1;ρ ρ= = ⋅∆ ∆∫ ∫j j A
x y zV A
dV d
x x  (3.44)
und Felder  
, , , ,
2 2
1 1;
′
= ⋅ = ⋅∆ ∆∫ ∫E E A B B A
x y z x y zA A
d d
x x  (3.45)
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berechnen. Die gemittelten Vektorgrößen, die einer Zelle zugeordnet werden, bestehen aus drei 
Komponenten, die jeweils parallel zu drei unterschiedlich gerichteten Flächennormalen verlaufen 
(Flächen Ax,y,z). Welche drei aus den sechs Würfelflächen ausgewählt werden, ist eine Frage der 
Konvention und für die weiteren Überlegungen zunächst nicht relevant. Die magnetische Induktion B 
wird formal auf einem gedachten Gitter betrachtet, welches um den Vektor ( )1/2 , ,x x x∆ ∆ ∆  
verschoben ist. 
 
Die Maxwellgleichungen können durch Integration auf die gemittelten Größen umgeschrieben 
werden: 
2
1
∂
∂ = ⋅ −∂ ∆ ∫E s B jv
A
d
t x  (3.46)
2
1
′∂
∂ = − ⋅∂ ∆ ∫B s Ev
A
d
t x  (3.47)
2 ρ∆ =∑ A
A
x E  (3.48)
2 0′
′
∆ =∑ A
A
x B . (3.49)
In die Wegintegrale entlang der Kanten einer Fläche A bzw. A’ gehen noch die exakten Felder ein. 
Die Integrale lassen sich jedoch den Überlegungen aus dem letzten Abschnitt folgend nähern.  
Die Integration erfolgt über vier Teilstücke parallel zu einer Achse, jeweils über eine Strecke der 
Länge ∆x. Als Beispiel soll die Feldkomponente Ez auf einem Teilstück zwischen 10 2= +z n  und 
0 + ∆z x  betrachtet werden: 
( ) [ ] ( )
( )
0
0
00
2 3
1
0 2
1
2
,
+∆ ∂ = ∆ + ∆ + ∆ ∂  
≈ ∆ + ∆
∫
z x
z z zz
zz
z
E z dz x E x E O x
z
x E z x
 (3.50)
wobei die Terme ab 3∆x  vernachlässigt worden sind. Die Feldkomponente auf halber Strecke 
wiederum steht senkrecht auf einer zweiten Fläche A und ist bis zur zweiten Ordnung gleich dem 
Mittelwert auf dieser Fläche: 
( ) ( )
2
31
0 2
1
.
= ⋅∆
= + ∆ + ∆
∫ E A
z
z
A
z
E d
x
E z x O x
 (3.51)
Daher kann das Wegintegral in (3.50) durch den Mittelwert der Größe auf der Fläche A mit der oben 
angegebenen Genauigkeit ausgedrückt und mit analog berechneten Wegstücken zu einer 
geschlossenen Kurve zusammengefügt werden. 
Für die orts- und zeitdiskretisierten Größen ergeben sich folgende Entwicklungsgleichungen: 
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Hierbei sind , , , ,x y z x y zE∆  bzw. , , , ,∆x y z x y zB  die Änderungen der Felder zwischen zwei Punkten mit 
Abstand ∆x in x-,y- oder z-Richtung. 
 
Die mittlere Stromdichte durch eine Fläche A ergibt sich aus der Bewegung der Teilchen: 
( )( )
( )( )
2
1
2
1
1
1 ,
=
=
= ⋅ −∆
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∑∫
∑ ∫
A v x x
A v x x
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A i i
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i i
i A
j d q S t
x
q d S t
x
 (3.54)
während die mittlere Ladungsdichte in der Zelle, definiert im Zentrum durch 
( )( )
( )( )
3
1
3
1
1
1
ρ
=
=
= −∆
= −∆
∑∫
∑ ∫
x x
x x
J
V i
iV
J
i
i V
dV q S t
x
q dV S t
x
 (3.55)
gegeben ist. 
Für eine konkrete Funktion S wird weiter unten genau der Beitrag eines Simulationsteilchens zur 
Zelladungs- und Stromdichte berechnet. 
Kontinuitätsgleichung 
Laut Gleichung (3.35) bzw. (3.53) gilt für eine geschlossene Oberfläche: 
( ) ( ) ( )121 0
∂
∇ ⋅ = ∇ ⋅ − ∆ ⋅∫ ∫ ∫E E A j
V V V
dV dV t d . (3.56)
Unter der Voraussetzung, daß die Poissongleichung zu jedem Zeitpunkt erfüllt ist, folgt daraus: 
( ) ( ) ( )121 0 A
A
t j
x
ρ ρ ∆− = −∆ ∑ . (3.57)
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Dies ist die zeitlich diskretisierte Form der Kontinuitätsgleichung. Einsetzen der Dichten (3.54) und 
(3.55) liefert eine Beziehung für jedes Teilchen, welche die Ladungsbilanz in einer Zelle innerhalb 
eines Zeitschritts angibt: 
( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )1 12 21 0
∂
− − − = ∆ ⋅ −∫ ∫x x x x A v x xi i i i
V V
dV S S t d S . (3.58)
Diese Gleichung ist in zweierlei Hinsicht problematisch: Zum einen ist ( )12ix  nicht bekannt, zum 
anderen gilt sie nicht allgemein: Wenn zum Beispiel ein Teilchen erst zu einem Zeitpunkt 1
2int t>  
die Oberfläche der Zelle durchdringt, wird die linke Seite der Gleichung ungleich Null, die rechte 
bleibt allerdings gleich Null. 
Eine mögliche Methode zur konsistenten Berechnung des elektrischen Feldes wird in [28] beschrieben 
und löst nach jedem Zeitschritt die Poissongleichung numerisch zur Korrektur der Abweichungen. 
Eine Alternative bietet die folgende Überlegung: Für die Divergenz des elektrischen Feldes gilt exakt: 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )
1
0
1
0
1 0
0
1
.
t
V V t V
t J
i i
iV t
dV dV dt d t
q d dt t S tρ
∂
=∂
∇ ⋅ = ∇ ⋅ − ⋅
= − ⋅ −
∫ ∫ ∫ ∫
∑∫ ∫
E E A j
A v x x
 (3.59)
Da im Zeitintervall zwischen t0 und t1 die Geschwindigkeit der Teilchen als konstant ( )
1
2iv  
angenommen werden kann, läßt sich diese vor das Zeitintegral ziehen: 
( ) ( ) ( )( )
1
1
2
0
0
1
... ρ
= ∂
= − ⋅ −∑ ∫ ∫A v x x
tJ
i i
i V t
q d dt S t . (3.60)
Zur konsistenten Berechnung des elektrischen Feldes muß demnach das Integral entlang der 
geradlinigen Bahn des Teilchen ausgewertet werden. Je nach Wahl der Funktion S kann dies innerhalb 
der Simulation geleistet werden. Diese Art der Berechnung der Änderung des E-Feldes auf dem Gitter 
ist dann exakt für die genäherte Bewegung der Simulationsteilchen. Anschaulich bedeutet dies nichts 
anderes, als daß die Ladungsänderung innerhalb des Volumens einer Zelle genau durch den Strom 
durch ihre Oberflächen bestimmt ist. In Hinsicht auf Gleichung (3.56) ist dazu die Definition 
( ) ( ) ( )( )
1
1 1
2 2
0
1=∂ ∂
⋅ ≡ ⋅ −∆ ∑∫ ∫ ∫A j A v x x
tJ
i i
iV V t
qd d dt S t
t  (3.61)
notwendig. 
Zu bemerken ist, daß laut Gleichung (3.60) die Gültigkeit der Kontinuitätsgleichung gewährleistet ist, 
wenn sie für die Bewegung jedes einzelnen Teilchens erfüllt bleibt. 
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3.2.3 Wahl der Teilchenform 
Im obigen Abschnitt wurde allgemein gezeigt, 
wie sich gemittelte Dichten und Felder auf 
einem Gitter so aus der Bewegung der 
Simulationsteilchen mit einer Formfunktion S 
berechnen lassen, daß die Kontinuitäts-
gleichung erfüllt bleibt, d.h. die Bilanz in 
jeder Zelle zwischen Ladungsänderung und 
Strom innerhalb eines Zeitschritts stimmt. 
Dazu ist eine Integration der Funktion S 
entlang der Bahn des Teilchens und über das 
Zellvolumen bzw. die Zelloberfläche not-
wendig. 
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
0.0
0.5
1.0
1.5
2.0
S(
x)
x  
Abbildung 3.2: Formfunktion S(x). 
Diese Integration soll im folgenden für Funktionen S berechnet werden, die gewisse, für eine PIC-
Simulation sinnvolle Eigenschaften besitzen. 
Es wird angenommen, daß S folgende Darstellung hat: 
( ) ( ) ( ) ( )i i i iS S x x S y y S z z− = − − −x x , (3.62)
demnach also die gleiche Form in allen Raumrichtungen. Weiterhin sei S(a) symmetrisch bezüglich 
des Ursprungs: 
( ) ( )S a S a= − . (3.63)
Das Simulationsteilchen besitze eine endliche Ausdehnung. Typischerweise sollte diese Ausdehnung 
nicht größer sein, als der Abstand zwischen zwei Gitterpunkten, der hier auf Eins normiert sein soll. 
( )
( ) -0.5 < a < 0.5
0 sonst
0s a
S a
>=   
(3.64)
Zuletzt sei angenommen, daß die Funktion S normiert ist: 
( ) 1S a da
∞
−∞
=∫ . (3.65)
Mit diesen Einschränkungen für S kann die Ladung berechnet werden, die in einem Zeitintervall ∆t 
durch die Oberfläche einer Zelle strömt. 
Die Gitterpunkte sollen die Koordinaten ( ) ( ), , , ,l x m x n x l m n⋅ ∆ ⋅ ∆ ⋅ ∆ ≡  besitzen, so daß die 
Zellmittelpunkte die Koordinaten ( )1 1 12 2 2, ,l m n+ + +  haben. 
Mit dieser Festlegung des Gitters ist ein Zellvolumen lmnV  durch 
( ): 1; 1; 1lmnV l x l m y m n z n< < + < < + < < +  (3.66)
bestimmt. Der Referenzpunkt für die Benennung ist damit die Ecke des Zellwürfels mit den kleinsten 
Koordinatenwerten. 
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Das Volumen hat sechs Oberflächen, z.B. ,x lmnA  mit 
( ), : ; 1; 1x lmnA x l m y m n z n= < < + < < + , (3.67)
wobei der Index x andeutet, daß die Flächennormale in x-Richtung zeigt. 
X
Y
Z
l
l+1
l-1
m+1mm-1
n+1
n
n-1
δl
δn
δm
 
Abbildung 3.3: Simulationsteilchen im PIC-Gitter. 
Die Ladung, die bei der Bewegung eines Teilchens in einem Zeitintervall [ ]0 0, + ∆t t t  durch die 
Oberfläche ,x lmnA  strömt, ist damit 
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0
1
2
0
0
1
2
0
1 1
, .
+∆
+∆ + +
∆ = ∆
= ⋅ −
= −
∫ ∫
∫ ∫ ∫
A v x x
x x
t
x
t
lmn lmn
t
i i
t A
t n m
x i i
t n m
Q t I
q dt d S t
q dt dz dy v S t
 
(3.68)
Dabei ist vorausgesetzt, daß im betrachteten Zeitintervall die Teilchengeschwindigkeit ( )12iv  konstant 
bleibt. Ilmn ist der zeitgemittelte Strom durch die Fläche. 
Unter Verwendung der Abkürzungen 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
;
;
;
l i i
m i i
n i i
t x t l x t x t x
t y t m y t y t y
t z t n z t z t z
δ δ
δ δ
δ δ
≡ − = −
≡ − = −
≡ − = −
 (3.69)
für die Abstände des Teilchens von den Gitterpunktkoordinaten läßt sich der obige Ausdruck 
umschreiben: 
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( ) ( ) ( ) ( )
0
1
2
0
1 1
, δ δ δ
+∆ + +
∆ = − − −∫ ∫ ∫
t t n m
lmn x i l
t n m
Q q v dt S dz S z dy S y  (3.70)
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Abbildung 3.4: Funktion R(x), Stammfunktion von S(x). 
S ist symmetrisch bezüglich des Nullpunktes, daher sind die Minuszeichen in den Argumenten nicht 
relevant. 
Sofern S eine Stammfunktion besitzt, wovon hier ausgegangen wird, läßt sich mit 
( ) ( )
a
R a da S a
−∞
′ ′≡ ∫  (3.71)
die Integration über die Fläche ausführen: 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0
1
2
0
, 1 1δ δ δ δ δ
+∆
∆ = − − − −∫
t t
lmn x i l m m n n
t
Q q v dt S R R R R . (3.72)
Da S auf Eins normiert und nur im Intervall ( )0.5, 0.5−  größer Null sein soll, hat ( )R a  die 
Eigenschaft, in ebendiesem Intervall von Null auf Eins anzusteigen, während ( )1R a− −  in 
( )0.5,1.5  von Null auf minus Eins abfällt. Die Summe beider Funktionen ist demnach symmetrisch 
bezüglich einer Achsparallelen durch den Punkt 0.5: 
( ) ( )
( )
( )
sonst
0.5 0.5
1 1 1 0.5 1.5
0
R a a
R a R a R a a
 − < <− − = − − < <
 (3.73)
wie Abbildung 3.4 illustriert. Mit dieser Fallunterscheidung, mit (3.72) und unter Verwendung von 
11a aδ δ +− =  folgt für den Strom: 
( )
( )
( )
( )
( )
( )
0
1
2
0
, , 1 11 10
0 0
δ δδ
δ δ
+∆
+ +
             = − −      ∆             
∫
m nt t
l
x lmn x i m n
t
R R
SqI v dt R R
t . (3.74)
Hierbei kann jede Kombination der in geschweiften Klammern gefaßten Fälle auftreten. 
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Dieser Ausdruck bedarf der näheren Betrachtung, wobei die Abbildung 3.3 die Situation verdeutlicht. 
Wegen seiner beschränkten Ausdehnung trägt das Teilchen während seiner Bewegung zu einem 
bestimmten Zeitpunkt t maximal bei zwölf Oberflächen von genau acht Zellen zum Strom bei. Es 
können ohne Beschränkung der Allgemeinheit l,m,n so gewählt werden, daß 0.5 , , 0.5l m nδ δ δ− < <  
gilt; dann sind dies die Flächen ,x l m nA , , 1x l m nA − , , 1x l m nA −  und , 1 1x l m nA − −  mit Normalen in x-
Richtung usw. 
Mit der obigen Wahl von l,m,n lassen sich die Ströme durch die Flächen angeben. Zunächst ist der 
Strom durch ,x l m nA : 
( ) ( ) ( ) ( )
0
1
2
0
, , δ δ δ
+∆
= ∆ ∫
t t
x l m n x i l m n
t
qI v dt S R R
t . (3.75)
Die Fläche, die sich in negativer y-Richtung anschließt, ist die Fläche , 1x l m nA − . Der y-Abstand des 
Teilchens vom Referenzpunkt ist 1 1m mδ δ− = +  und liegt demnach im Bereich 10.5 1.5mδ −< < . 
Daher beträgt der Strom 
( ) ( ) ( )( ) ( )
0
1
2
0
, 1 , 1δ δ δ
+∆
− = −∆ ∫
t t
x l m n x i l m n
t
qI v dt S R R
t . (3.76)
Die weiteren Ströme in x-Richtung ergeben sich analog: 
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )
0
1
2
0
0
1
2
0
, 1 ,
, 1 1 ,
1
1 1 .
δ δ δ
δ δ δ
+∆
−
+∆
− −
= −∆
= − −∆
∫
∫
t t
x l m n x i l m n
t
t t
x l m n x i l m n
t
qI v dt S R R
t
qI v dt S R R
t
 (3.77)
Der Strom in die anderen Richtungen läßt sich auf gleiche Weise berechnen und ist somit allein von 
den Abständen , ,l m nδ δ δ abhängig. 
 
Um die während einer Zeit ∆t strömende Ladung zu bestimmen, muß allerdings die Zeitintegration 
noch durchgeführt werden. Prinzipiell ist das für eine geeignete Wahl S formal analytisch möglich. 
Bei der Integration muß berücksichtigt werden, daß die Funktion S in der Regel stückweise definiert 
ist, also daß sich ein Teilchen in diesem Zeitraum aus den ursprünglich umschließenden acht Zellen 
herausbewegen kann. Dies entspricht formal dem Wechsel des Definitionsabschnitts während der 
Bewegung. 
Die Integration kann aber wohl stückweise durchgeführt werden, da der Zeitpunkt des Wechsels 
einfach zu berechnen ist. Da die Ausdehnung eines Teilchen gleich dem Gitterpunktabstand ist, 
werden andere als die ursprünglichen acht Zellen beeinflußt, falls eine der folgenden Bedingungen 
eintritt: 
( ), ,
1 .
2l m n
tδ = ±  (3.78)
Demnach ist die Zeitspanne bis zum Austritt 0exit exitt t t∆ = −  
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( )12
0
, ,
, ,
1
2min .
l m n
exit
x y z
t
v
δ ± −   ∆ =     
 (3.79)
Ist diese kleiner als der Zeitschritt t∆ , dann müssen zunächst die Ströme für die Zeit exitt∆  wie oben 
beschrieben berechnet werden. Danach bewegt sich das Teilchen in einem neuen Zellbereich mit 
neuem Bezugspunkt ( ), ,l m n . Der Zeitschritt wird auf diese Weise in Teilintervalle zerlegt und für 
jedes die Zeitintegration durchgeführt. 
Konkretes Beispiel 
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Abbildung 3.5: Konkrete Wahl der Funktion S(x) und deren Integration R(x). 
In den meisten PIC-Codes wird für die Funktion S(a) eine einfache Wahl getroffen: 
( )
sonst .
1 0.5 0.5
0
− ≤ ≤≡ 
a
S a  (3.80)
Dadurch nimmt die Ladung des Simulationsteilchens das Volumen eines Würfels der Kantenlänge 
Eins ein. 
Für diese Wahl läßt sich der Ladungsstrom im Zeitintervall [ ]0 0,t t t+ ∆  leicht wie folgt berechnen: 
Zunächst ist 
( )
0 0.5
0.5 0.5 0.5
1 0.5 .
 < −= + − ≤ ≤ <
a
R a a a
a
 (3.81)
Einsetzen in (3.75) bis (3.77) liefert den Ladungsstrom durch die Flächen ,x l m nA , , 1x l m nA − , 
, 1x l m nA −  und , 1 1x l m nA − − : 
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 (3.82)
Wenn angenommen wird, daß während der Zeit ∆t das Teilchen seinen Zellbereich nicht verläßt 
(siehe oben), kann die Zeitintegration explizit durchgeführt werden: 
( ) ( )( ) ( )( )
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(3.83)
Der Strom durch die Flächen mit Normalen in y- oder z-Richtung ergibt sich durch Vertauschen der 
Indizes. 
 
Ähnlich wie die Ströme lassen sich auch die mittleren Ladungsdichten in den Zellen als 
Volumenintegration über die in (3.55) angegebene Beziehung aus den Positionen der Quasiteilchen 
berechnen. Da jedoch mit Bekanntsein der Ströme die Änderung der Ladungen in einer Zelle schon 
vorliegt, ist es nicht notwendig, diese Integration explizit auszuführen. 
Weiter ist es möglich, nach der Berechnung der aus den Strömen resultierenden E-Felder die mittlere 
Ladungsdichte über die Poissongleichung 
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zu bestimmen. 
PIC in zwei Dimensionen 
Für einen zweidimensionalen PIC-Code reduziert sich die Berechnung des Ladungsstroms pro 
Längeneinheit auf: 
( ) ( )( )
0
1
2
0
1
, .
t
lm lm
t m
x i i
t m
Q t I
q dt dy v S t
+∆ +
∆ = ∆
= −∫ ∫ x x  (3.85)
Für eine konkrete Verteilungsfunktion S(a) wie in Gleichung (3.80) ergibt die Integration: 
( ) ( )( ) ( )( )1 12 20 1, , ,2 12δ= + + ∆x l m x i m y iI q v v t . (3.86)
Dieses Ergebnis ist insofern bemerkenswert, als es dem momentanen Strom, erzeugt durch ein 
Teilchen, das sich zum Zeitpunkt 10 2t t+ ∆  an Ort ( )12ix  befindet, entspricht. 
Zudem ergibt eine einfache Überlegung, daß ein Teilchen auf einem zweidimensionalen Gitter bei 
geeigneter Wahl des Zeitschritts ∆t (siehe oben) höchstens zweimal den Zellbereich wechselt. 
3.3 PIC-Modell einer zylindrischen Plasmasäule 
In vielen Fällen werden mit Hilfe einer Particle-In-Cell-Simulation Plasmen von geringer Dichte und 
makroskopischer Ausdehnung oder Ausschnitte eines dichten Plasma (z.B. eines Festkörperplasmas) 
unter der Annahme periodischer Randbedingungen modelliert. Für die erfolgreiche Anwendung ist in 
beiden Fällen wichtig, daß die Debyelänge 
th
D
p
vλ ω=  (3.87)
thermische Geschwindigkeit:th
e
Tv
m
=  
als Größe, die die Abschirmung von Ladungen im Plasma charakterisiert, bei geeigneter Wahl des 
Gitterpunktabstands bzw. der Zellgröße ∆x durch das Gitter noch aufgelöst werden kann. Gleichzeitig 
zeigt die Erfahrung, daß für eine rauscharme Ausprägung der kollektiven Eigenschaften des Plasmas 
in der PIC-Simulation eine gewisse Teilchenzahl pro Zelle zur Repräsentation der Ladungen 
verwendet werden sollte. Der Wert hängt von der Dimensionalität des konkreten Problems ab: Für 
3.3 PIC-Modell einer zylindrischen Plasmasäule 35 
 
eine eindimensionale PIC-Rechnung sind vier bis fünf Teilchen erfahrungsgemäß die untere Grenze, 
für höhere Dimension etwa die gleiche Zahl in jede Raumrichtung. 
Eine weitere Anforderung ergibt sich aus der Notwendigkeit, elektromagnetische Wellen mit einer 
kleinen Wellenlänge ohne künstliche Dispersionseffekte auf dem Gitter zu propagieren und 
Ungenauigkeiten in der daraus resultierenden Teilchenbewegung zu vermeiden: Jede Wellenlänge 
muß mindestens durch fünf Gitterpunkte gestützt sein, und in diesem Fall ist die simulierte Bewegung 
der Ladungen in einer solchen Welle recht holprig. 
Diese Mindestanforderungen bestimmen einerseits die Zellenzahl, andererseits die Teilchenzahl, die 
nötig sind, damit die PIC-Simulation sinnvolle Ergebnisse liefern kann. Die Anforderungen 
potenzieren sich normalerweise mit der Dimension des zu simulierenden Systems. 
Da die Rechnerkapazität keine beliebig großen Zahlen zuläßt, ist eine sorgfältige Prüfung der 
Plasmaparameter geboten, um zu klären, ob das PIC-Modell erfolgversprechend ist. 
 
In der vorliegenden Arbeit soll im Unterschied zu der typischen Anwendung auf ein ausgedehntes 
Gas- oder Festkörperplasma das PIC-Verfahren für die Untersuchung eines räumlich eng begrenzten 
Mikroplasmas verwendet werden. Die zum Zeitpunkt des Verfassens der Arbeit gängige Leistung 
eines Arbeitsplatzcomputers empfiehlt eine Beschränkung auf zwei Raum- und zwei 
Geschwindigkeitsdimensionen, so daß das hier betrachtete Plasma die Form einer in z-Richtung 
unendlich ausgedehnten zylindrischen Säule besitzt. Analog zu den Berechnungen für die 
Plasmaschicht wird die Wechselwirkung dieser Säule mit einem kurzen, intensiven Laserpuls von 
zentralem Interesse sein. 
Die hohe Intensität der Pulse macht es erforderlich, die Bewegung der Teilchen relativistisch korrekt 
zu behandeln und die Kraft durch das Magnetfeld zu berücksichtigen. Daher löst das hier als 
Simulationsbasis verwendete PIC-Modell die im Anhang A angegebenen vollständigen 
Maxwellgleichungen und die relativistische Bewegungsgleichung in ihrer diskretisierten Form. 
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Abbildung 3.6: Plasmasäule im Laserfeld. Die Polarisationsrichtung des Laser liegt in der xy-Ebene. 
3.3.1 Parameter 
Wie schon in Kapitel 2 soll die Ausdehnung des betrachteten Plasmas klein gegenüber der 
Wellenlänge des Lasers sein. Daher wird für die Plasmasäule grundsätzlich der Durchmesser 
0 02 64 ÅD R= =  (3.88)
gewählt. Sie besitzt damit im Querschnitt damit etwa die gleiche Größe wie die in Kapitel 2 
behandelte Plasmaschicht. Die mittlere Elektronendichte sei etwa die eines Festkörperplasmas mit 
( ) 23 3
0 1.0 10SIn cm−= ⋅ . (3.89)
Bei dieser Dichte beträgt die Plasmafrequenz der Elektronen 
( )
2
0 16 1
0
1.78 10eSIp
e
n q s
m
ω ε
−= ≈ ⋅ . (3.90)
Wird eine Plasmatemperatur von 10T keV≈  zugrunde gelegt, ergibt eine Abschätzung der Debye-
Länge ( ) 71.7 10SID cmλ −≈ ⋅ . Demnach mißt der Durchmesser der Säule etwa vier Debye-Längen. In 
einem Volumen 3Dλ  befinden sich rund 500 Elektronen. 
Die Abschätzung zeigt, daß für nicht zu hohe Temperaturen auch in dieser Plasmaformation mit 
geringer Ausdehnung kollektive Effekte zu erwarten sind. 
Der einstrahlende Laser variiert in Frequenz ω und Intensität I0 zwischen den Werten 
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SII Wcm
ω ω
−
=
=  (3.91)
Bei einem hundertfach überkritischen Plasma 0.1 pω ω=  besitzt der Laser eine typische Wellenlänge 
von ( ) 1056SI nmλ = . Dies entspricht in etwa dem Wert eines Nd:Glass-Lasers (1053 nm) oder eines 
Ti:Sa-Lasers (800nm) für die Erzeugung kurzer intensiver Pulse. Die Wellenlänge ist damit um ein 
Vielfaches größer als der Durchmesser der Säule. 
Die Ausbreitungsrichtung ist grundsätzlich die x-Richtung 
xk=k e , 
während die Polarisationsrichtung parallel zur y-Achse liegt 
0 0 0 0;y zE B= =E e B e . 
Die Säulenachse zeigt dabei in Richtung des B-Feldes, also in z-Richtung (siehe Abbildung 3.6). Falls 
angenommen wird, daß die Ladungsdichte der Säule vor der Wechselwirkung mit dem Laser homogen 
ist, bleibt die Dichte auch während des Pulses unabhängig von z. Daher ist die Beschränkung auf zwei 
Raum- und Geschwindigkeitsdimensionen in der xy-Ebene gerechtfertigt. 
Als Puls wird in der Regel ein Sinusquadrat-Puls verwendet: 
( ) ( ) ( )20 0
2sin sin 0
2,
0
em
tE t t nT n
nE t
sonst
ω πω ω
 ≤ ≤ == 
x . (3.92)
Die Periodenzahl n des Lasers beträgt in den meisten Fällen 8n = . Der typischerweise verwendete 
Puls hat demnach eine Dauer 
0 0
2;nT T πτ ω= =  (3.93)
von etwa (für 0.1 pω ω= ) ( ) 30SI fsτ ≈ . 
Simulationsparameter 
Bei der Aufteilung des Simulationsraumes durch ein Gitter in PIC-Zellen sind drei Eigenschaften 
festzulegen: der Gitterpunktabstand, die Zahl der Zellen und die Randbedingungen. Zusätzlich müssen 
die Teilchenzahl und die Zeitschrittweite bestimmt werden. 
Zunächst ist die Größe der Zellen beziehungsweise der Gitterpunktabstand ∆x zu wählen. Wie oben 
erläutert, sollte eine geeignete Wahl kleiner als die Debye-Wellenlänge sein. 
Damit verbunden ist, abhängig von der Ausdehnung des Bereichs, der simuliert werden soll, die 
Anzahl der Zellen. Im vorliegenden Fall ist der minimale Bereich durch den Durchmesser der Säule 
gegeben. Bei 1Åx∆ =  sind also mindestens 4096 Zellen nötig. Prinzipiell können einige 
Hunderttausend solcher Zellen pro Zeitschritt in akzeptabler Zeit berechnet werden. Es ist allerdings 
sinnvoll, die Zellzahl an die gegebenen Laser- und Plasmaparameter anzupassen: Bei einer Anregung 
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mit geringer Intensität treten kaum Elektronen aus der Plasmasäule aus, so daß etwa 128 Zellen pro 
Raumrichtung eine sinnvolle Wahl sind, um störende Einflüsse der Gitterränder zu vermeiden. 
In den zugrunde liegenden PIC-Simulationen sind die Randbedingungen periodisch. Diese Wahl stellt 
einen Kompromiß aus numerischer Effizienz und physikalischer Plausibilität dar. Es ist notwendig, die 
Wechselwirkung der Ladungen mit sich selbst über die Ränder hinweg soweit wie möglich zu 
unterbinden. Daher muß bei hohen Intensitäten gegebenenfalls mit sehr großen Gittern gerechnet 
werden, so daß freiwerdende Elektronen spät oder gar nicht die Ränder erreichen. Bei den größten hier 
verwendeten Gittern liegt die Zellenzahl bei bis zu 2048 Zellen in jede Richtung. Es stellt sich jedoch 
heraus, daß selbst bei Rechnungen mit sehr hohen Intensitäten und ausgeprägter Teilchendynamik 
kleinere Gitter vergleichbare Ergebnisse liefern. 
Periodische Ränder sind bei der in Abschnitt 3.2 beschriebenen Realisierung des PIC-Verfahrens 
einfach umzusetzen. Die Alternative der offenen Ränder ist aufwendiger und in den bisherigen 
Ansätzen nur näherungsweise realisiert. 
Schließlich muß die Teilchenzahl J festgelegt werden. Bei 16 bis 64 Elektronen pro Zelle liefern die 
Simulationen gute Resultate. Für einen Gitterpunktabstand zwischen 4Åx∆ =  und 1Å  ergeben sich 
Werte zwischen 4096 und 262144 Teilchen. Es ist zu berücksichtigen, daß die Bewegung der 
Elektronen sehr viel zeitintensivere Berechnungen erfordert als die Propagation der 
elektromagnetischen Wellen auf dem Gitter. In den meisten Fällen erweist sich eine Wahl von 
wenigen Tausend Teilchen bei 4Åx∆ =  zur Ermittlung von makroskopischen Größen wie der 
Energieabsorption als ausreichend. Für die Darstellung von Ladungsdichten bei der Wellenausbreitung 
im Plasma werden kleine Zellgrößen bis hin zu 0.5Åx∆ =  und 500000 Teilchen verwendet. Hierbei 
ist anzumerken, daß eine solche Wahl der Parameter in den Skalenbereich von atomaren Elektron-Ion-
Wechselwirkungen hineinreicht, die mit dem PIC-Verfahren nicht sinnvoll simuliert werden können. 
Es wird jedoch ein sehr anschauliches Bild der kollektiven Vorgänge gezeichnet, welches zu deren 
Verständnis beiträgt. 
Bei der kurzen Pulsdauer ist anzunehmen, daß sich die vergleichsweise schweren Ionen im Puls kaum 
bewegen. Daher werden sie im Rahmen der PIC-Simulation als fest angenommen. 
Zuletzt bleibt die Wahl der Zeitschrittweite ∆t. Ein zu großer Wert führt zu künstlicher Dispersion 
und Instabilitäten bei der Wellenpropagation, daher muß der Zeitschritt so klein sein, daß eine Welle 
weniger als eine Zelle pro Schritt voranschreitet. Konkret wurde für die meisten Simulationen 
1
2
xt
c
∆∆ =  (3.94)
festgelegt. Die Zahl der dann notwendigen Zeitschritte für Pulse mit oben angegebener Dauer ist je 
nach Gitter mit mehreren Tausend akzeptabel. Außerdem ergibt sich daraus ein Vorteil für die 
Teilchenbewegung: Der Mittelpunkt eines Simulationselektrons bewegt sich in einem Zeitschritt 
höchstens durch drei Zellen, so daß der Algorithmus zur korrekten Stromdichtenberechnung (vgl. 
Kapitel 3.2.3) maximal die gleiche Anzahl an Teilschritten berücksichtigen muß. 
3.3.2 Dichteentwicklung und Absorption 
Ein kaltes, stoßfreies Plasma wird in einer linearisierten Flüssigkeitsnäherung häufig als dielektrisches 
Medium mit der Dielektrizitätskonstanten ( ) 2 21 /pε ω ω ω= −  behandelt. In dieser Näherung 
können kleine Störungen und Wellenausbreitung mit kleiner Amplitude ausreichend gut behandelt 
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werden und es lassen sich für die Plasmasäule Eigenschwingungen angeben (siehe nächster 
Abschnitt). 
Die Simulationen zur Plasmaschicht im Laserfeld haben jedoch gezeigt, daß bei steigender 
Laserintensität zunehmend nichtlineare Effekte eine bestimmende Rolle spielen. 
Der folgende Teil des Kapitels soll diese Tendenz anhand der Ergebnisse, die die PIC-Simulationen 
für eine Plasmasäule liefern, verdeutlichen. Dazu bietet es sich an, das Verhalten der Säule zunächst 
für relativ niedrige Intensitäten zu betrachten, bei denen ein lineares Modell noch begründbar ist, und 
dann die Intensität zu steigern. 
Mit der Berechnung von mittleren Dichten im Particle-In-Cell-Verfahren ergibt sich in der Auftragung 
dieser Dichten eine besonders anschauliche Möglichkeit, die Vorgänge, die während der 
Wechselwirkung mit einem Laser in und um die Plasmasäule vor sich gehen, darzustellen. 
Eigenmoden der Plasmasäule im Flüssigkeitsmodell 
Wenn die thermische Geschwindigkeit der Elektronen in einem kalten Plasma klein ist, können die 
Elektronen des Plasmas als leitendende Flüssigkeit vor einem homogenen Ionenhintergrund behandelt 
werden. Die Dichte der Elektronen n wird dann durch die zwei Erhaltungsgleichungen 
( ) 0tn n∂ + ∇ ⋅ =v  (3.95)
und 
( )( )tm n q n p∂ + ⋅ ∇ = − ∇v v v E , (3.96)
sowie die Poisson-Gleichung (in dimensionslosen Größen) 
( )0q n n∇ ⋅ = −E  (3.97)
beschrieben. n0 steht hier für eine homogene mittlere Dichte der Elektronen und 0qn−  repräsentiert 
die Ladungsdichte der Ionen. 
Bei kleinen Störungen 
0 1
0 1
0 1
n n n= +
= +
= +
v v v
E E E
 (3.98)
und unter der Annahme, daß keine makroskopischen Strömungen und konstanten Felder auftreten 
( 0 0=v  und 0 0E = ), können die Gleichungen in linearer Näherung notiert werden: 
1 0 1 0tn n∂ + ∇ ⋅ =v  (3.99)
2
0 1 0 1 1tm n q n m s n∂ = − ∇v E  (3.100)
1 1q n∇ ⋅ =E  (3.101)
Schallgeschwindigkeit3 :ns pm
= ∂ . 
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Einsetzen und Umschreiben der Gleichungen ergibt eine Wellengleichung für die Dichte n1: 
2 2 2
1 1 1 0t pn n s nω∂ + − ∆ = . (3.102)
Für stationäre Lösungen i te ω−∼  erhält man das Eigenwertproblem 
2 2
2 2
1 1 20,
pn n
s
ω ωλ λ −∆ + = = . (3.103)
Für die zylindrische Plasmasäule wird angenommen, daß die Ladungsdichte entlang der Säulenachse 
konstant ist, so daß nach Lösungen der Gleichung gesucht wird, die unabhängig von der z-Koordinate 
sind. In Polarkoordinaten (ϕ,r) setzen sich die Eigenfunktionen aus einem radiusabhängigen und 
einem winkelabhängigen Anteil zusammen: 
( )1, ,inn n nn A J e rϕξ ξ λ= = . (3.104)
Jn bezeichnet hier die Besselfunktionen erster Gattung n-ter Ordnung ( 0n ≥ ). 
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Abbildung 3.7: Radial- und Winkelabhängigkeit der Eigenmoden einer zylindrischen Plasmasäule (bis 
zur zweiten Ordnung). Die Farbe Rot markiert positive Wert, negative Werte sind blau dargestellt. 
In Abbildung 3.7 ist die Ladungsdichte, die zu den Lösungen für n = 0, 1 und 2 mit einer 
Winkelabhängigkeit ( )cos nϕ∼  gehört, im Querschnitt durch die Säule dargestellt. Die Ordnung n 
bestimmt zum einen die Anzahl der Wellenknoten auf dem Kreisumfang, zum anderen die radiale 
Lage der Maxima, deren Höhe zum Säulenrand hin abnimmt. Es stellt sich die Frage, inwieweit sich 
diese Eigenschwingungen durch ein äußeres Laserfeld anregen lassen. Darüber sollen die Ergebnisse 
der PIC-Simulationen im folgenden Auskunft geben. 
Niedrige Intensität 
In Abbildung 3.8 ist die Entwicklung der Ladungsdichte der Säule bei Anregung mit relativ geringer 
Laserintensität von 10 210 Wcm−  und den Frequenzen 0.1 pω ω=  und 1.0 pω ω=  gezeigt. Die 
Dauer des Pulses beträgt 0.1 08Tτ =  bzw. 1.0 064Tτ = . Wie zu erwarten ist eine kleine Auslenkung 
der Elektronen gegenüber den Ionen zu beobachten, so daß an den Rändern je nach Phase des Lasers 
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ein positiver oder negativer Ladungsüberschuß auftritt. Das Dipolspektrum der Säule (Abbildung 3.9) 
zeigt dementsprechend ein ausgeprägtes Maximum bei der jeweils anregenden Frequenz. 
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Abbildung 3.8: Ladungsdichte bei der Laserintensität 1010 Wcm-2. Rote Bereiche markieren 
einen Überschuß an positiver Ladung, negativ geladene Bereiche sind blau. 
In der logarithmischen Auftragung läßt sich auch ein weiteres schwaches Maximum erkennen, 
welches allerdings stark verrauscht ist. Dieses Maximum ist der Eigenschwingung der Säule 
zuzuordnen, deren Frequenz sich aus der folgenden Überlegung ergibt: 
Für kleine Auslenkungen ξ in y-Richtung kann die Bewegung der gesamten negativen Ladung J q− ⋅  
gegenüber der Ionenladung J q⋅  über ihren Schwerpunkt beschrieben werden. Dieser Schwerpunkt 
bewegt sich im radialsymmetrischen Feld der Ionensäule. Die Poisson-Gleichung liefert für das Feld 
einer zylindrischen Säule im Inneren (in dimensionslosen Größen): 
( ) 0
1
2r
E r q n r= . (3.105)
Daher gilt für die Auslenkung die Bewegungsgleichung (ohne äußeres Feld) 
2 0Sξ ω ξ+ =  (3.106)
mit 
2
0 0.707
2 2
p
S p
q n
m
ωω ω= = ≈ . (3.107)
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Diese Frequenz fällt mit dem zweiten Maximum im Spektrum näherungsweise zusammen. Aus dem 
großen Höhenunterschied von mehreren Zehnerpotenzen im Vergleich zum Hauptmaximum läßt sich 
schließen, daß die Auslenkung der negativen Ladungen jedoch primär im äußeren elektrischen Feld 
erfolgt und die angeregte Eigenschwingung kaum eine Rolle spielt. 
Bei zunehmender Dauer des Pulses treten immer deutlicher Störungen dieser kollektiven 
Ladungsverschiebung auf. Besonders für die hohe Laserfrequenz prägt sich eine Wellenstruktur aus, 
die mit der Zeit ins Innere der Säule wandert. Es liegt nahe, diese Struktur als Anregung von 
Eigenmoden des Plasmavolumens zu deuten, wie sie im letzten Abschnitt dargestellt wurden. 
Ein genauerer Blick läßt diese Deutung jedoch als unwahrscheinlich erscheinen: Alle Eigenmoden 
besitzen Maxima, deren Höhe zum Säulenrand hin abnimmt, die beobachteten Wellen bewegen sich 
jedoch in Richtung Zentrum, in dem die Dichte lange Zeit ungestört bleibt. Einer Deutung als 
Überlagerung mehrerer Moden höherer Ordnung zu einem solchen Wellenbild widerspricht die 
Beobachtung, daß sich hauptsächlich zwei Wellenknoten ausbilden, die der Ordnung Eins 
entsprächen. Zudem ist es nicht schlüssig, daß die Wellenstruktur bei pω ω=  gut ausgeprägt ist; laut 
Gleichung (3.103) ist hier λ gleich Null, so daß keine Anregung von Eigenmoden mit endlicher 
Wellenlänge zu erwarten ist. 
Die beobachteten Störungen sind demnach nicht durch die Anregung von Volumenmoden zu erklären, 
sondern lassen sich als Folge der Polarisation an der Plasmaoberfläche deuten: Die Randelektronen 
erfahren bei einer (auch sehr kleinen) Auslenkung keine streng harmonische Rückstellkraft wie die 
anderen Elektronen, so daß in der Bewegung Phasenverschiebungen entstehen. Für eine hohe 
Laserfrequenz ist die Verschiebung so klein, daß diese Störungen gleichmäßig in Form von 
konzentrischen Ringen ins Innere der Säule wandern. 
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Abbildung 3.9: Dipolspektrum für die Frequenz w=0.1wp (links) und 1.0wp (rechts). Die 
Intensität beträgt 1010 Wcm-2. 
Bei niedriger Laserfrequenz ist die Auslenkung der Elektronen größer, so daß die Störungen 
unregelmäßig werden, begünstigt durch die nicht exakt runde Säulenoberfläche aufgrund des Gitters. 
Es setzt eine Thermalisierung der Elektronen ein. 
Zu einem späten Zeitpunkt der Simulation kann der Einfluß des Gitters auch für die hohe Frequenz 
beobachtet werden. Die Wellenringe sind nicht exakt konzentrisch sondern in Richtung der 
Diagonalen etwas abgeflacht. Dies ist die Folge einer künstlichen Dispersion auf dem rechteckigen 
Gitter bei Wellenausbreitung, die nicht parallel zur x- bzw. y-Achse stattfindet. 
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An den oben beschriebenen Vorgängen ist zu erkennen, daß die Oberflächen des Plasmas 
Ausgangspunkt für Abweichungen von einem linearen Verhalten des Plasmas sind. Diese 
Nichtlinearitäten führen zur Absorption von Laserenergie. Analog zu Kapitel 2 gilt für das simulierte 
System ohne ein äußeres Feld Energieerhaltung. Die Absorption kann also als Differenz der Energien 
absW  vor und nach dem Puls bestimmt werden. 
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Abbildung 3.10: Absorption in Abhängigkeit von der Laserfrequenz (I0=1010 Wcm-2). 
Wird diese Größe über der Frequenz des Lasers aufgetragen, zeigt sich ein Absorptionsmaximum bei 
der Resonanzfrequenz der Säule (Abbildung 3.10). Demnach ist die Anregung von 
Eigenschwingungen der Säule stark von der Frequenz abhängig. 
Ebenfalls zu sehen ist der Anteil der Teilchen, die im Laufe des Pulses die Säule verlassen. Als 
Kriterium gilt hier, daß der Abstand des Teilchens von der Säulenachse größer als R0 ist. Da damit 
auch schon bei sehr kleinen Auslenkungen ein Elektron zu den freien Teilchen gezählt wird und deren 
Zahl hier für alle Frequenzen sehr klein ist, sind starke Schwankungen zu beobachten. 
Mittlere Intensität 
Für eine Intensität von 14 20 10I Wcm−=  weist die Absorptionskurve ebenfalls an der Resonanzstelle 
ein Maximum auf (Abbildung 3.12). Mit maximaler Energieabsorption ist auch eine große Zahl 
emittierter Elektronen verbunden; mehr als 20 Prozent der Elektronen verlassen die Säule. Beide 
Maxima sind deutlich ausgeprägt, die Absorption und Teilchenemission sind für andere 
Laserfrequenzen gering. 
Während diese Absorptionskurve derjenigen aus dem letzten Abschnitt ähnelt, zeigen die Bilderfolgen 
in Abbildung 3.11 ein qualitativ anderes Bild der Vorgänge in der Säule als bei geringerer Intensität. 
Durch das elektrische Feld des Lasers können nun einzelne Elektronen aus der Säule hinaus 
beschleunigt werden, um gegebenenfalls zurückzukehren und dadurch eine Thermalisierung der 
Elektronen in der Säule einzuleiten. Die Erwärmung des Plasmas beeinträchtigt die Propagation von 
den in Abbildung 3.8 beobachtbaren Wellen. Dennoch deuten abwechselnde Zone positiver und 
negativer Ladungsdichte bei 02.0t T=  bzw. 022.0t T=  auf die Existenz solcher Wellen hin. 
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Abbildung 3.11: Ladungsdichte bei I0=1014 Wcm-2. 
Der Effekt der Störung durch zurückkehrende Elektronen ist für die nichtresonante Anregung 
0.1 pω ω=  stärker ausgeprägt; die emittierten Elektronen können in einer langen Laserperiode große 
Strecken außerhalb der Säule zurücklegen und gegebenenfalls mit hoher Geschwindigkeit 
zurückkehren. In diesem Fall ist die Phasenbeziehung zu den in der Säule schwingenden Teilchen 
praktisch zufällig. 
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Abbildung 3.12: Absorption in Abhängigkeit von der Frequenz (I0=1014 Wcm-2). 
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Bei hoher Laserfrequenz 1.0 pω ω=  verlassen einige Elektronen zwar die Säule, oszillieren jedoch 
nur mit einer zur Resonanz wenig verschobenen Frequenz im Laserfeld, so daß sich zum einen die 
Elektronen im Mittel langsam von der Säule entfernen und sich ein Raumladungsbereich um die Säule 
ausbildet, zum anderen die Thermalisierung allmählich erfolgt. 
Im Unterschied zu Anregung mit kleiner Intensität weist das Dipolspektrum ein ausgeprägtes 
Maximum bei der Eigenfrequenz der Säule auf, es ist jedoch ebenfalls von anderen Frequenzen 
überlagert. Die starke Anregung der Eigenschwingung des Plasmas führt dazu, daß auch Elektronen 
gegen die Kraftrichtung des Lasers aus der Säule austreten können, wie in Abbildung 3.11 im Bild 
oben rechts zu sehen ist. 
Auch in Ausbreitungsrichtung des Lasers oszilliert die negative Ladung mit der charakteristischen 
Frequenz. Im Falle der kleinen Laserfrequenz sind ungeradzahlige Harmonische zu beobachten, die 
für hohe Intensitäten stärker ausgeprägt sind (siehe nächster Abschnitt). 
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Abbildung 3.13: Dipolspektrum (w=0.1wp links, 1.0wp rechts). Die Intensität beträgt 1014 Wcm-2. 
Hohe Intensität 
Erreicht der Laser eine Intensität von 17 210 Wcm− , werden massiv Elektronen aus der Säule 
beschleunigt (Abbildung 3.14). Das elektrische Feld des Lasers lenkt die gesamte negative Ladung 
kollektiv aus, wobei auch für den außerhalb befindlichen Anteil die kreissymmetrische Formation für 
eine kurze Zeit erhalten bleibt. Bei einer hohen Frequenz bedeutet dies, daß die Elektronen in Wellen 
mit kurzen zeitlichen Abständen emittiert werden (Abbildung 3.14, unten Mitte). Die Elektronen 
gewinnen in diesem Falle weniger durch die Einwirkung des Lasers (wie bei kleiner Frequenz) als 
vielmehr durch elektrostatische Abstoßung Abstand von der Säule. 
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Abbildung 3.14: Ladungsdichte bei I0=1017 Wcm-2. 
Bei hoher Intensität verändert sich das Absorptionsverhalten über der Frequenz (Abbildung 3.15). Das 
Resonanzmaximum verbreitert sich und verschiebt sich in Richtung einer kleineren Frequenz. 
Diese Veränderung geht mit dem Erscheinen von zusätzlichen Maxima bei ungeradzahligen 
Vielfachen der Laserfrequenz für die y-Komponente des Dipolmoments einher (Abbildung 3.16). Die 
Existenz solcher harmonischer Frequenzen drückt aus, daß die Abhängigkeit des Dipolmoments vom 
elektrischen Feld des Lasers nicht linear ist, sondern höhere Ordnungen enthält: 
2 3
1 2 3 ...y y y yd E E Eα α α= + + +  (3.108)
Diese Abhängigkeit soll auch unter einer Raumspiegelung, also einem Vorzeichenwechsel von dy und 
Ey Bestand haben. Daher entfallen die Terme mit geradem Exponenten. Für ein E-Feld ( )sin tω∼  
bedeutet dies, daß nur ungeradzahlige Vielfache der Frequenz im Spektrum erscheinen. 
Bei hohen Intensitäten weist das Spektrum der x-Komponente des Dipolmoments ein ausgeprägtes 
Hauptmaximum bei 0.2 pω ω=  auf. Die doppelte Frequenz erklärt sich aus einer Verschiebung der 
Ladungen ×v B∼ . Dieser Term schwingt im wesentlichen mit ( ) ( )2sin cos 2tω ω∼ , es treten 
jedoch auch Terme höherer Ordnung auf, wobei das gleiche Symmetrieargument wie oben in diesem 
Falle ungerade Exponenten verbietet. 
 
Bemerkenswert ist, daß die Absorption für kleine Frequenzen wieder ansteigt, ähnlich der 
Beobachtung in Kapitel 2 für die Plasmaschicht. Die Zahl der freiwerdenden Teilchen bleibt jedoch 
mit gut 50 Prozent deutlich unterhalb des maximalen Werts von fast 100 Prozent. Demzufolge wird 
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bei nichtresonanter Anregung mit niedriger Frequenz mehr Energie pro freiem Teilchen aufgenommen 
als bei höheren Frequenzen. 
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3
0.0
5.0x10-2
1.0x10-1
1.5x10-1
2.0x10-1
2.5x10-1
3.0x10-1
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2
1.4
1.6
1.8
2.0
 Wabs
W
ab
s /
 (N
e m
eD
02
ωω ωω p
2 )
ω / ωp
 g
A
nt
ei
l f
re
ie
r 
Te
ilc
he
n 
g
 
Abbildung 3.15: Absorption in Abhängigkeit von der Frequenz (I0=1017 Wcm-2). 
Bei dieser Intensität steigt die Absorption für kleine Frequenzen. 
Es liegt nahe, der Erklärung aus Kapitel 2.2 zu folgen: Danach erhält ein Elektron bei seiner Emission 
Energie proportional pU . Da pU  für kleine ω stark ansteigt, erhöht sich damit auch die Absorption pro 
Teilchen. Im Gegensatz zur Anregung mit 14 20 10I Wcm−=  wird für höhere Intensitäten eine 
nennenswerte Zahl von Elektronen frei, was zum Anstieg der Gesamtabsorption führt. 
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Abbildung 3.16: Dipolspektrum für die Frequenz w=0.1wp (links) und 1.0wp (rechts) (I0=1017 Wcm-2). 
3.3.3 Intensitätsabhängigkeit der Absorption 
Die Begründung für die ansteigende Absorption bei kleinen Frequenzen kann überprüft werden, indem 
ermittelt wird, wie im Fall der Plasmasäule die Energieabsorption mit der Intensität skaliert. Trifft 
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obiges Argument zu, dann ist eine Beziehung wie bei der Plasmaschicht 1.5abs pW U∼  zu erwarten, 
falls die Zahl der freien Elektronen proportional zur Feldamplitude E0 anwächst. 
Dazu ist in Abbildung 3.17 die numerisch berechnete Abhängigkeit der Anzahl der freien Teilchen 
aufgetragen. Die geringe Abweichung von der zur Orientierung vorgegebenen Geraden 0E∼  über 
einen weiten Intensitätsbereich bestätigt die Erwartung. 
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Abbildung 3.17: Anteil der emittierten Teilchen. 
Dennoch zeigt sich für die Absorption ein im Vergleich zur Plasmaschicht verändertes 
Absorptionsverhalten (Abbildung 3.18). Für kleine Intensitäten ist ein Anstieg proportional Up 
festzustellen. Dies entspricht der Theorie für ein dielektrisches Medium. Ab etwa 10 210 Wcm−  
verändert sich die Skalierung mit Beginn der Emission von Elektronen. Nach einem Übergangsbereich 
steigt die Energieaufnahme lediglich mit 1.3pU , bis ab etwa 17 25.0 10 Wcm−⋅  Sättigung einsetzt (vgl. 
Abbildung 3.17), da sich die Ionisation der Säule 100 Prozent nähert. 
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Abbildung 3.18: Absorption in Abhängigkeit von der Intensität. Die Linien markieren die 
Steigung. Falls nicht anders gekennzeichnet, wurden J=12868 Teilchen verwendet. 
Der Verlauf der Absorptionskurve bestätigt tendenziell, daß die Energieaufnahme für Intensitäten 
größer 11 210 Wcm−  durch freiwerdenden Elektronen bestimmend wird (Abbildung 3.18). Der im 
Vergleich zur Plasmaschicht kleinere Exponent von 1.3 bedarf jedoch einer Erklärung. Dazu können 
verschiedene Ansätze betrachtet werden: 
Zunächst liegt es nahe, den Grund für den geringeren Anstieg in der Geometrie des Plasmas, also im 
Unterschied zwischen Säule und Schicht zu suchen. Während bei der Schicht die Absorption beinahe 
ausschließlich durch freie Teilchen erfolgt und kollektive Absorption nicht relevant ist, kann sich dies 
im Fall der Säule zugunsten eines kollektiven Mechanismus verschoben haben. Immerhin ist das 
Verhältnis zwischen anregender Frequenz und Resonanzfrequenz der Säule mit  
2
S p
ω ω
ω ω=  (3.109)
aufgrund des Vorfaktors größer als bei der Schicht. Der Exponent des Absorptionsanstiegs verändert 
sich jedoch nicht, wenn die Laserfrequenz zu 0.1 Sω ω=  gewählt wird. 
Weiterhin ist als Erklärung möglich, daß die freien Teilchen aufgrund des veränderten Potentials oder 
der Geometrie nicht proportional Up Energie aufnehmen. 
Unabhängig von den geometrisch-physikalischen Unterschieden ergibt sich auch die Frage, inwieweit 
die recht deutlichen Unterschiede der Modelle, mit denen die Absorption von Plasmaschicht und –
säule ermittelt wurde, zur Abweichung beitragen. Das eindimensionale Punktteilchenmodell basiert 
auf elektrostatischen und nichtrelativistischen Grundgleichungen, während das PIC-Modell den 
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vollständigen Satz der Maxwellgleichungen und die relativistische Bewegungsgleichung löst. Es tut 
dies jedoch auf einem Gitter, so daß die Kraft auf die Teilchen regularisiert wird. 
 
Da die freiwerdenden Teilchen eine wichtige Rolle bei der Absorption spielen, bietet es sich an, das 
PIC-Modell mit einem weiteren Modell zu vergleichen, welches eine genauere Untersuchung des 
Einzelteilchenverhaltens ermöglicht. Daher soll im folgenden Kapitel ein Vielteilchenmodell 
vorgestellt werden, welches ebenfalls eine Regularisierung der Wechselwirkung vornimmt, jedoch auf 
die Mittelung der Felder verzichtet. Dies bedeutet zwar, dass die Teilchenzahl reduziert werden muß, 
die in Abbildung 3.18 gezeigte Vergleichskurve für eine PIC-Simulation mit kleiner Teilchenzahl läßt 
jedoch erkennen, daß die Skalierung der Absorption in gewissen Grenzen unabhängig von der 
Teilchenzahl ist. Die bisherigen Ergebnisse lassen es außerdem unwahrscheinlich erscheinen, daß 
Streuwellen und Retardierung bei der Absorption relevant sind, so daß die Teilchenwechselwirkung 
rein elektrostatisch behandelt werden kann. 
 
  
Kapitel 4  
 
Elektrostatische Teilchensimulation mit 
regularisierter Wechselwirkung 
Eine Alternative zur Simulation eines Plasmas mittels PIC-Modell stellt ein Teilchenmodell dar, 
welches explizit für jeden Zeitschritt die Wechselwirkung zwischen allen geladenen Teilchenpaaren 
berechnet. In diesem Kapitel soll eine Variante eines solchen Teilchenmodells vorgestellt werden, 
welche ähnlich dem PIC-Verfahren die Wechselwirkung der Teilchen für kurze Abstände regularisiert. 
Der Einführung schließt sich die Anwendung auf die zweidimensionale Geometrie einer Plasmasäule 
an, deren Ergebnisse den PIC-Rechnungen gegenübergestellt werden. 
Da das Modell nicht auf zwei Dimensionen beschränkt ist, soll abschließend das Absorptionsverhalten 
einer Plasmakugel im Laserfeld betrachtet werden. Der Vergleich mit den bereits behandelten 
Geometrien liefert Erkenntnisse über deren Einfluß auf die Absorption. 
4.1 Teilchenmodell 
In PIC-Simulation lassen sich große Teilchenzahlen verwenden, indem nur die mittleren Felder der 
Ladungen berechnet werden. Mit einem solchen Modell ist die kollektive, stoßfreie Dynamik gut zu 
behandeln. Der Nachteil ist, daß das räumliche Gitter auf einen kleinen Ausschnitt beschränkt bleibt 
und die Ränder des Systems die Simulation störend beeinflussen können. 
Werden in einem Vielteilchenmodell alle Paarwechselwirkungen berechnet, so steigt der numerische 
Aufwand mit J2 erheblich an. Die korrekte Behandlung von kleinen Stoßparametern bei der 
Verwendung von Punktteilchen macht es außerdem erforderlich, sehr kleine Zeitschritte zu wählen. 
Andererseits entfällt die Notwendigkeit von Randbedingungen und der Einfluß von 
Einzelteilcheneffekten wird detailliert berücksichtigt. 
Die methodischen Schwierigkeiten in Verbindung mit Punktteilchen werden umgangen, wenn die 
Nahwechselwirkung ähnlich dem PIC-Verfahren regularisiert wird. Typisch ist in diesem 
Zusammenhang die Verwendung eines Softcore-Coulomb-Potentials 
( )
2 2
1
SC r
r
φ ε+∼ . (4.1)
Der kleine Parameter ε behebt die Singularität des 1/r-Potentials im Ursprung und ist für große 
Abstände vernachlässigbar. 
Alternativ lassen sich auch Teilchen mit ausgedehnter, begrenzter Ladungsverteilung ρs(r) wählen. Ist 
die Ladung z.B. homogen über ein kleines Kugelvolumen verteilt (ρs(r) = const), so gilt für kleine 
Abstände ein harmonisches Coulomb-Oszillator-Potential: 
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r r
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r
r
φ

∼ . (4.2)
Die Verteilung der Ladung ist einer effektiven Teilchenformfunktion S(x), die das PIC-Verfahren 
kennzeichnet (vgl. Kapitel 3.1.2), äquivalent. 
Prinzipiell bestehen verschiedene Möglichkeiten, ρs(r) festzulegen. Der Vergleich unterschiedlicher 
Realisierungen ermöglicht dann eine Aussage darüber, inwieweit die Simulationsergebnisse von den 
Einzelteilchenwechselwirkungen abhängen. 
 
Der folgende Abschnitt konkretisiert ein solches Vielteilchenmodell mit räumlich begrenzt 
ausgedehnten Ladungen für zwei- und dreidimensionale Geometrien. 
Während das Modell die Wechselwirkung der Ladungen rein elektrostatisch behandelt, soll die 
vollständige relativistische Bewegungsgleichung der Bewegung im Laserfeld gelöst werden. Dem 
liegt die Annahme zugrunde, daß in einem Mikroplasma selbst bei höheren Intensitäten der 
relativistische Charakter der Bewegung der Teilchen maßgeblich durch den Laser und nicht durch 
Plasmaeffekte (z.B. Selbstfokussierung oder Kanalbildung) bestimmt wird. Da harte Stöße vermieden 
werden, lassen sich die Bewegungsgleichungen mit einem Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung 
numerisch mit guter Genauigkeit integrieren. 
Wie im PIC-Modell stellen die Teilchen auch hier keine realen Ladungen dar, sondern bilden ein 
repräsentatives Ensemble von Quasiteilchen zur Lösung der Vlasov-Gleichung. Der Einfachheit halber 
soll dennoch im folgenden von Atomen, Ionen und Elektronen gesprochen werden, wobei damit 
maßgeblich der Unterschied der Ladung angesprochen ist. 
Die Form der Quasiteilchen ist jeweils der Geometrie angepaßt, so daß die elektrostatischen 
Eigenschaften geometrieabhängig sind und separat behandelt werden. 
Grundgleichungen 
Die dem Modell zugrundeliegenden Gleichungen lassen sich leicht in den gleichen dimensionslosen 
Größen aufschreiben, wie sie in Kapitel 3 verwendet wurden (siehe Anhang A). Die 
Bewegungsgleichung für ein geladenes Teilchen lautet: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
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, ,
, , .
γ ρ
ρ
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 (4.3)
Dabei ist vorausgesetzt, daß sich die elektromagnetischen Felder des Lasers auf der Längenskala eines 
Teilchens nicht wesentlich ändern ( 0rλ  ). 
Diese Felder Eem und Bem am Ort des Teilchens sind durch 
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( )
( )( ) ( )( )20 1, sin sin2 iem i i yt xt E t xnω ω−= −E x e  (4.4)
( )
( )( ) ( )( )20 1, sin sin2 iem i i zt xt B t xnω ω−= −B x e  (4.5)
für einen in y-Richtung polarisierten Sinusquadrat-Puls mit einer Länge 
2nT n πτ ω= =  (4.6)
gegeben. 
Das elektrostatische Feld Estat ergibt sich aus der Summe der Felder der Einzelteilchen: 
( ) ( )
≠
= ∑E x E xJstat j
j i
. (4.7)
Das Feld des Einzelteilchens wiederum ist abhängig von der Verteilung der Ladung ρs(x): 
( ) ( ) 3
j
j s j
V
dV ρ ′−′ ′= − ′−∫
x xE x x x
x x . (4.8)
Die Wahl der Ladungsverteilung der Quasiteilchen wird maßgeblich bestimmt von der Geometrie der 
betrachteten Plasmaformation. Für die hier behandelten Formationen einer Plasmasäule bzw. einer 
Plasmakugel sei 
( )
( ) Säule
mitsonst Kugel .
2 2
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s r r r r x y
r x y z  
(4.9)
Für den Fall der Säule ergibt sich die Unabhängigkeit der Einzelteilchendichte von z aus der 
Überlegung, daß bei der vorgegebenen Polarisationsrichtung der Lasers (in y-Richtung) und 
geeigneter Anfangsdichte der Gesamtladung unabhängig von z keine Ladungsverschiebungen in z-
Richtung auftreten. Die Quasiteilchen haben also die effektive Form von (unendlich hohen) Zylindern. 
Da die Geometrie der Ladungsverteilung in einer Dimension unverändert bleibt, soll von einer 
zweidimensionalen Geometrie gesprochen werden. Die Geometrie der Plasmakugel ist im Gegensatz 
dazu eine dreidimensionale Geometrie. 
Wahl der Dichteverteilung 
Für das Teilchenmodell ist die explizite Form der Dichteverteilung ρs(r) nicht primär relevant, sondern 
die sich daraus ergebende elektrostatische Kraft zwischen zwei Teilchen: 
( )( ) ( )
i
ij s i j
V
dV tρ= −∫F x x E x . (4.10)
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Da das Modell mit dem PIC-Modell vergleichbare Ergebnisse liefern soll, welches die 
Teilchenbewegung etwa auf der Längenskala eines Gitterpunktabstands x∆  auflöst, liegt es nahe, den 
Teilchenradius in der Größenordnung von x∆  zu wählen. Die Wahl der Dichteverteilung ρs(r) sollte 
einfach sein, in dem Sinne, daß die Numerik auf dem Computer möglichst effektiv ist. Zudem sollte r0 
nicht kleiner als ein Atomradius sein, da keine atomaren Prozesse simuliert werden sollen bzw. 
können. 
Nichtsdestotrotz ist die Abhängigkeit der Ergebnisse von der Wahl des Radius r0 und der Dichte ρs(r) 
interessant; diesem Thema wird ein eigener Abschnitt gewidmet werden (Abschnitt 4.2.4). 
 
Bei obigen Annahmen für die Dichteverteilung ist die Kraft für Abstände  
02ij ij i jd r= ≡ − >d x x  (4.11)
identisch mit der von Linienladungen (Zylindersymmetrie) bzw. Punktladungen (Kugelsymmetrie). 
 
Für kleinere Abstände muß eine Wahl für ρs(r) getroffen werden. Man beachte, daß diese Gleichungen 
in dimensionslosen Größen aufgeschrieben sind, die Quasiladungen qi,, qj also keine realen Ladungen 
sind. Sie ergeben sich aus der Einzelteilchenladungsdichte: 
q
s
V
q dVρ= ±∫ . (4.12)
Für eine numerisch einfach zu handhabende Wechselwirkung zwischen zwei Teilchen bietet es sich 
an, ρs(r) über die Kraft zu definieren, ohne die Dichte explizit zu kennen. Wenn der Abstand zwischen 
zwei Teilchen dij ist, dann sei ρs(r) so beschaffen, daß zwei Teilchen für Abstände kleiner als einem 
wählbaren Grenzabstand δ0 harmonisch wechselwirken: 
Säule02
0
1
2
ij
ij i j ij ij
d
q q d δπ δ= ≤F e , (4.13)
Kugel03
0
1
4
ij
ij i j ij ij
d
q q d δπ δ= ≤F e . (4.14)
Bei größeren Abständen werden die Teilchen wieder wie Linien- oder Punktladungen behandelt: 
Säule0
1 1
2ij i j ij ijij
q q d
d
δπ= >F e  (4.15)
Kugel02
1 1
4ij i j ij ijij
q q d
d
δπ= >F e  (4.16)
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ijd
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Im Vergleich zur Notation der Kraft im SI-System bleibt in dimensionslosen Größen der 
geometrieabhängige Faktor 1/2π bzw. 1/4π erhalten, während die Konstante ε0 entfällt. 
Der Parameter δ0 sollte nicht mit dem Durchmesser eines Teilchens 2r0 verwechselt werden, da die 
Verteilung der Ladung ρs über die Kraft definiert ist. Der Parameter gibt streng genommen nur den Ort 
des Wechsels zwischen den zwei Definitionsbereichen der Kraft an und wird im folgenden als 
Regularisierungsparameter bezeichnet. 
Unter der Annahme, daß sich die Ladungen höchstens durch das Vorzeichen voneinander 
unterscheiden, reduziert sich der numerische Aufwand der Kraftberechnung pro Teilchenpaar in 
diesem Fall auf eine einzige Multiplikation const·dij. Teilchen mit einer entsprechenden Ladungsdichte 
ρs(r) werden im folgenden als harmonische Teilchen bezeichnet. 
Es ist anzumerken, daß sich die Wahl von harmonischen Teilchen auch betrachten läßt als 
Wechselwirkung eines homogen geladenen Teilchens mit Radius r0 =  δ0 und einem Punktteilchen. 
Eine Abbildung des Verlaufs der Kraft in Abhängigkeit vom Abstand ist in den jeweiligen 
Abschnitten zu finden, die speziell auf die Geometrie der Plasmasäule bzw. –kugel eingehen 
(Abschnitte 4.2.1 und 4.3.1). 
4.2 Zweidimensionale Geometrie: Plasmasäule 
Das oben beschriebene Teilchenmodell soll nun auf die Geometrie der Plasmasäule angewendet 
werden. Dabei gelten grundsätzlich folgende Parameter für Durchmesser und Elektronendichte der 
Säule (siehe Kapitel 3.3.1): 
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= . 
(4.17)
Die positiven und negativen Ladungen der Säule werden repräsentiert durch eine gleiche Anzahl J von 
Quasielektronen und –ionen der Ladung –q bzw. q. Falls nicht anders vermerkt, wird die Bewegung 
der Ionen vernachlässigt und ihre Position als fest angenommen. 
Im folgenden werden zunächst einige einfache analytische Überlegungen zum Verhalten einzelner 
Teilchenpaare angestellt. Diese dienen als Test für die numerische Simulation. Sie stellen auch die 
Basis für ein einfaches Zweiteilchenmodell der Säule dar, bestehend aus jeweils nur einem positiv und 
einem negativ geladenen Teilchen. Anhand dieses Modells sollen Überlegungen zum 
Absorptionsverhalten der Säule im Laserpuls angestellt werden. 
Der zentrale Teil des Unterkapitels widmet sich der Simulation des Absorptionsverhaltens einer 
Plasmasäule in einem Vielteilchenmodell und dem Vergleich mit den Ergebnissen aus den PIC-
Rechnungen. 
4.2.1 Wechselwirkung zwischen zylindrischen Teilchen 
Kraft und Energie 
Aus der Kraft zwischen zwei Teilchen 
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läßt sich die potentielle Energie der Wechselwirkung berechnen: 
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 (4.19)
Hier ist Uij(0) = 0 gewählt. Abbildung 4.1 zeigt den Verlauf der Kraft und des Potentials für 
verschiedene Parameter δ0. 
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Abbildung 4.1: Kraft (links) und potentielle Energie (recht) für ein zylindrisches harmonisches 
Quasielektron im Feld eines Ions. 
Ohne äußeres Feld gilt Energieerhaltung 
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Für ein einzelnes, zu Beginn in einem Abstand d(t0) = a < δ0 ruhendes Elektron qi der Masse m im 
Feld eines festgehaltenen Ions läßt sich leicht voraussagen, daß es mit der Frequenz 
2
0 2
0
1
2
iq
m
ω πδ=  (4.22)
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gemäß der Oszillatorgleichung 20 0d dω+ =  schwingt (relativistische Effekte sind hier 
vernachlässigt). In Abbildung 4.3 (siehe nächster Abschnitt) sind Bewegung, Energien und 
Dipolspektrum als Ergebnis der Simulation zu sehen. 
Ionisation im konstanten homogenen E-Feld 
Die Kraft zwischen zwei gegensätzlich gleich geladenen harmonischen Teilchen (-qi = qj ≡ q > 0) hat 
ein Maximum beim Abstand d0 =  δ0. Befindet sich solch ein atomähnliches System in einem 
konstanten homogenen äußeren Feld Eex, so ist die Gesamtkraft auf das Elektron: 
02
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2 1ges ex
d d
F q qE
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π δ
  ≤   = − −   >    
. (4.23)
Die potentielle Energie beträgt: 
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Beide Größen sind in Abbildung 4.2 aufgetragen. Es ist zu erkennen, daß das Elektron zur Trennung 
vom Ion eine Potentialbarriere überwinden muß. Diese Barriere ist bei negativem Eex durch ein 
Minimum bei dmin und ein Maximum bei dmax der potentiellen Energie gegeben. Hier ist das Elektron 
kräftefrei. 
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(4.25)
Von Ionisation läßt sich sprechen, wenn die Bahn des Elektrons, beginnend im Ursprung d = 0, 
keinen Umkehrpunkt hat, wenn also seine Energie U(d=0) = 0 größer ist als U(d) für alle d > 0, 
insbesondere für d = dmax. Das zur Ionisation eines im Ursprung ruhenden Elektrons nötige Feld Eion 
läßt sich damit berechnen: 
( ) ( )
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Dieser Term ist gleich Null, falls 
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beträgt. Emax ist hier das maximale Feld des Ions auf seinem Rand (bei r0): 
max
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Abbildung 4.2: Kraft (links) und potentielle Energie (rechts) für ein Quasielektron im Feld eines Ions 
und einem konstanten externen Feld. Die durchgezogene Linie markiert den Verlauf für den Wert des 
externen Feldes an der Ionisationsschwelle. 
In der Teilchensimulation ist der Wert von Eion recht genau reproduzierbar. Gut vergleichbar ist die 
von der Ladung und δ0 unabhängige Größe 
1
202 0.60653ionE eq
πδ −= ≈ . (4.29)
Die Simulation liefert für Eex2πδ0/q = 0.606514 noch eine periodische Bahnbewegungen des 
Elektrons, während bei Eex2πδ0/q = 0.606517 das Atom ionisiert wird (siehe Abbildung 4.5, unten). 
Die Genauigkeit, mit der Eion bestimmt werden kann, hängt vom Zeitschritt t∆  zwischen zwei 
Simulationsschritten ab. In diesem Falle wurden pro Schwingungsperiode der Eigenschwingung 
T0 = 2π/ω0 etwa 187 Zeitschritte gewählt, so daß ∆t ≈T0/187 ist. 
Dieses Ergebnis gibt also das Feld an, welches nötig ist, um ein harmonisches Quasielektron von 
einem Quasiion zu trennen. 
4.2.2 Zweiteilchenmodell der Plasmasäule 
In der Regel ist es sinnvoll, die Gesamtladung einer Plasmasäule durch viele solcher Teilchen (Anzahl 
J = Ji = Je) zu repräsentieren. In einer ersten Näherung ist es jedoch aufschlußreich, das Verhalten 
der Ladungen der Säule nur durch ein Zweiteilchenmodell mit jeweils einem positiv und einem 
negativ geladenen Teilchen abzubilden (J = 1). Zusammen mit obigen Berechnungen läßt sich dann 
angeben bzw. abschätzen, mit welcher Eigenfrequenz ωs die Ladung der Säule schwingt und von 
welcher Größenordnung die Feldstärke E0 eines Lasers sein muß, um die Elektronen der Säule 
vollständig vom Ionenrumpf zu trennen. Zudem gibt das Modell einen Einblick in das Verhalten von 
Quasiteilchenpaaren, welcher zum Verständnis des Vielteilchenmodells beiträgt. 
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Abbildung 4.3: Bahn (lins) und Energie (rechts) eines Simulationselektrons im Feld eines Ions. 
Es scheint zunächst naheliegend, den Parameter δ0 für beide Teilchen gleich dem Durchmesser der 
Plasmasäule zu wählen: δ0 = D0. Bei oben angegebenen Parametern für die Säule beträgt die gesamte 
Ladung der Elektronen bzw. Ionen: 
2
0 0e i eQ Q R q nπ= − = . (4.30)
Daraus ergibt sich eine Eigenfrequenz 
2 2
0
2
0
1 1 1
8 82
e e
S p
Q Q n
m mD
ω ωπ′ = = = . (4.31)
Dieser Wert stimmt jedoch nicht mit dem in Kapitel 3.3.2 angegebenen von / 2pω  überein (3.107). 
Der Grund für diese Abweichung liegt darin, daß die beiden die Gesamtladungen repräsentierenden 
Simulationsteilchen definitionsgemäß eine von d abhängige Ladungsdichteverteilung ρs(d) besitzen. 
Zum Vergleich mit einer Plasmasäule ist es sinnvoll, δ0 so zu wählen, daß sich für kleine 
Auslenkungen dieselben Rückstellkräfte ergeben. Eine Halbierung des Regularisierungsparameters 
δ0 = R0 liefert das gewünschte Ergebnis: 
2
2
0
1 1 0.707
22
e
S p p
Q
mR
ω ω ωπ= = ≈ . (4.32)
Die Abbildung 4.3 vermittelt einen Eindruck von der Genauigkeit der numerischen Berechnungen. Sie 
zeigt die Oszillationen der negativen Ladung im Zweiteilchenmodell bei einer Anfangslenkung kleiner 
R0 ohne äußeres Feld. Eine Schwingungsperiode der Säule TS wurde in etwa 93 Zeitschritte zerlegt, so 
daß die relative Abweichung von der Energieerhaltung kleiner 10-4 ist. Das Dipolspektrum zeigt den 
bei 0.707ωp erwarteten Peak (Abbildung 4.4). 
Ist der Startabstand größer als R0, dann verschiebt sich das Hauptmaximum zu einer kleineren 
Frequenz, da die Rückstellkraft außerhalb der Säule abnimmt. Weil die Bewegung des Elektrons nicht 
mehr harmonisch ist, erscheinen zusätzliche Maxima bei ungeradzahligen Vielfachen der 
Hauptfrequenz (Abbildung 4.4) (vgl. Kapitel 4.2.2). Da für große Anfangsabstände die Hauptfrequenz 
klein wird, verringert sich der Abstand zwischen den Maxima. 
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Abbildung 4.4: Dipolspektrum linearer (links) und nichtlinearer (rechts) Oszillationen. Das linke 
Spektrum zeigt das für die Eigenschwingung einer Plasmasäule charakteristische Maximum bei 
/ 2pω . 
Wird ein räumlich und zeitlich konstantes Feld Eex in y-Richtung angelegt, so zeigt die Simulation ab 
einer Feldstärke 
( ) ( )12 17
21.7560 10 4.0926 10ion
SISI
ion
V WE I
m cm
≈ ⋅ ≈ ⋅  (4.33)
keine periodische Bahn der negativen Ladung mehr (vgl. Abbildung 4.5). Unter der Annahme, daß ein 
Laser die Ladung quasistatisch auslenkt, besitzt dieser bei einer Amplitude ( )SIionE  die angegebenen 
Intensität. 
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Abbildung 4.5: Bahn eines Elektrons im Feld eines Ions und einem externen Feld. Im Bild rechts wird 
das Simulationsatom ionisiert. 
Das maximale Feld der elektronenfreien Säule bei R0 beträgt zum Vergleich 
( ) ( )
max max
12 18
22.895 10 1.113 10
SI SIV WE I
m cm
= ⋅ = ⋅ . (4.34)
Mit δ0 = R0 ergibt der Quotient Eion/Emax ≈ 0.607 ziemlich genau den nach (4.27) zu erwartenden 
Wert. 
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Absorption im Laserpuls bei nicht-resonanter Anregung 
Wie oben gesehen, verhält sich das beschriebene, einfache Zweiteilchenmodell der Säule wie ein 
harmonischer Oszillator, solange der Abstand der Ladungen den Radius R0 nicht übersteigt. Das 
Modell läßt sich zusätzlich mit einem Laser anregen und zeigt bei nicht zu hohen Intensitäten 
dementsprechend das Verhalten eines angeregten, harmonischen Oszillators. Für hohe Intensitäten ist 
wie im Fall eines homogenen äußeren Feldes zu erwarten, daß die Ladungen getrennt werden.  
 
Das System gehorcht der Bewegungsgleichung 
( ) ( ) ( ) ( )( ), ,es em em
d q t t
dt m
γ = + + ×v E x E x v B x , (4.35)
aus der sich durch Multiplikation mit v der Energiesatz 
( )
d K U P
dt
+ =  (4.36)
ergibt. Die kinetische Energie K und die potentielle Energie U können gemäß den Gleichungen (4.21) 
und (4.19) berechnet werden, die absorbierte Leistung ist: 
( ),emP q t= ⋅v E x . (4.37)
In der Wechselwirkung mit einem Laserpuls läßt sich die Energieaufnahme durch das Elektron 
bestimmen, indem die Gesamtenergie der Teilchen 
absW K U= +  (4.38)
nach dem Durchgang des Pulses ermittelt wird. 
Für die Abschätzungen im folgenden Abschnitt ist es ausreichend, die nichtrelativistische Form der 
Bewegungsgleichung ohne Magnetfeld zu verwenden: 
( ) ( )( ),es em
d q t
dt m
= +v E x E x . (4.39)
Die Säule soll wie im vorherigen Abschnitt den Durchmesser (in dimensionslosen Größen, siehe 
Anhang A) D0 = 2R0 = 1.0 haben. 
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Abbildung 4.6: Auslenkung (oben) und Energie (unten) des Elektrons im Laserpuls bei verschiedenen 
Intensitäten. Die Laserfrequenz beträgt ω = 0.1 ωp. Nach dem Puls bleibt die Energie konstant. 
In Abbildung 4.6 sind die Koordinaten und Energien der negativen Ladung bei der Wechselwirkung 
mit einem kurzen Sinusquadrat-Puls für eine niedrige und eine hohe Intensität gezeigt. 
Bei schwacher Anregung verläßt die negative Ladung nicht den Bereich der harmonischen Anziehung 
durch das Ion, die Auslenkung des Teilchens erfolgt praktisch quasistatisch in Phase mit der 
anregenden Kraft, während die Phase der Geschwindigkeit um π/2 verschoben ist. Bei dieser 
Phasenbeziehung zwischen E und v  wird im Zeitmittel über den Puls keine Energie absorbiert. 
Geringe Abweichungen der Gesamtenergie von Null nach dem Puls können dadurch erklärt werden, 
daß der Laserdruck die Ladung auch zu minimalen Schwingungen in x-Richtung anregt. Damit ist die 
Rückstellkraft in y-Richtung nicht streng harmonisch. 
Anregung mit hoher Intensität führt zur Ladungstrennung bzw. Ionisation des Systems, welche mit 
einer Energieaufnahme verbunden ist. Wird die absorbierte Energie über der Intensität aufgetragen 
(Abbildung 4.7), läßt sich eine Schwelle zur Ionisation im Laserpuls bei einer Intensität von 
I0 = 1.113 · 1018Wcm-2 erkennen. Die Feldamplitude des Laser entspricht damit recht genau dem 
maximalen elektrostatischen Feld des Ions Emax. 
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Abbildung 4.7: Energieabsorption im Zweiteilchenmodell. Die unteren 
beiden Grafiken stellen Ausschnitte der oberen Kurve dar. Ab einer 
Grenzintensität I0=1.1·1018 Wcm-2 werden die Ladungen getrennt. Jenseits 
dieser Grenze hängt die Absorption stark von der Phase des Pulses ab, in 
der die Ladungstrennung erfolgt. 
Während die absorbierte Energie bis zur Ionisation streng proportional zur Intensität ansteigt, zeigt der 
Verlauf oberhalb dieser Schwelle eine differenzierte Struktur von Maxima. Neben den in Abbildung 
4.7 oben und in der Mitte sichtbaren Hauptmaxima lassen sich bei Ausschnittsvergrößerungen 
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(Abbildung 4.7 unten) einzelne Nebenmaxima erkennen. Demnach gibt es bestimmte 
Laserintensitäten, bei denen das freiwerdende Teilchen besonders effektiv Energie absorbiert. Die 
Lage der Hauptmaxima liefert einen Hinweis auf den Grund dieser Absorptionseffektivität: 
Wird das elektrische Feld der Pulse mit den Intensitäten aufgetragen, die einem Ionisationsmaximum 
entsprechen (Abbildung 4.8), so zeigt sich, daß ein Extremum des Feldes genau den Betrag Emax 
erreicht. Bei I0 = 1.113 · 1018Wcm-2 wird dieser Wert in einem Minimum des Pulses zur Zeit 
t = 3.75T0 erreicht, bei steigender Intensität jeweils eine Halbperiode früher. Das Erreichen dieses 
Wertes setzt den Ionisationsprozeß in Gang. Dabei deutet die Schärfe der Maxima darauf hin, daß der 
Prozeß in Hinsicht auf Energieabsorption sensibel auf kleine Änderungen der Feldamplitude reagiert. 
Daher soll das Verhalten des negativ geladenen Teilchens im folgenden genauer betrachtet werden. 
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Abbildung 4.8: Puls bei Intensitäten mit maximaler Absorption. Das zur Ionisation 
benötigte Feld wird in verschiedenen Phasen erreicht. 
Es läßt sich abschätzen, wieviel Energie das Teilchen aufnehmen kann, wenn angenommen wird, daß 
es zu einem Zeitpunkt t0 mit der Geschwindigkeit v0 in Richtung der Laserpolarisation freigesetzt wird 
und sich danach unabhängig von einem Potential im elektrischen Laserfeld bewegt:  
( ) ( )
0
2
0 0
1sin sin
2
t
t
q tv t v dt E t
m n
ω ω′ ′ ′= +   ∫ . (4.40)
Die Energie nach dem Puls entspricht der kinetischen Energie 
( )21 1 11 2, .2 πω= = > ⋅K mv v v t n  (4.41)
Da v1 nach dem Puls konstant bleibt, gilt (für ganzzahlige Periodenzahl n): 
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Die Abbildung 4.9 stellt die absorbierte (kinetische) Energie nach dem Puls eines zum Zeitpunkt t0 
(mit 0 0v = ) freigesetzten Teilchens dar. Sie verdeutlicht, daß die Energieaufnahme maximal ist, 
wenn das Teilchen in einer Nullstelle des Laserfeldes frei wird. Die höchste Energieaufnahme wird für 
t0 = 4.0T0 erreicht. Bis zum nächsten Maximum des Pulses bei t0 = 4.25T0 beschleunigt das Teilchen 
annähernd auf die Geschwindigkeit oszv , die maßgeblich für den Energieübertrag ist: 
02
,max
1 2 ,
2osz osz p osz
qEW mv U v
mω≈ = = . (4.43)
Der Verlauf des Ionenpotentials ~ln(d) für große Abstände erlaubt allerdings keine scharfe 
Abgrenzung, wann ein Teilchen als frei bezeichnet werden kann. Es zeigt sich jedoch, daß die 
Eigenschaft eines solchen Teilchens, im Laserfeld kinetische Energie aufzunehmen und wieder 
abzugeben, charakteristisch ist. 
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Abbildung 4.9: Im Laserpuls aufgenommene Energie eines Elektrons, welches 
zum Zeitpunkt t0  frei wird. 
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Abbildung 4.10: Bahn, Geschwindigkeit, Energie und absorbierte Leistung eines Quasielektrons, 
welches durch die Einwirkung des Lasers vom Ion getrennt wird. Bei maximaler Energieabsorption 
(vgl. graue Kurven in Reihe 3, Skala rechts) fallen der Nulldurchgang des Laserfeldes und der 
Geschwindigkeit vy bei t = 3.5 T0 zusammen. Die absorbierte Leistung wird für diesen Fall bis zur 
Ionisation nicht negativ. 
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Abbildung 4.10 zeigt die Auslenkung, Geschwindigkeit, Energie und absorbierte Leistung des 
Quasielektrons im Feld des Ions bei Anregung mit Intensitäten um 1.30 · 1018Wcm-2, im Bereich des 
zweiten Absorptionsmaximums. Der Laser erreicht sein Periodenmaximum bei t = 3.25T0 und hat 
eine Nullstelle bei t = 3.5T0. 
Wie oben erwähnt, wird die negative Ladung bis zur Ionisation quasistatisch im Laserfeld ausgelenkt 
(siehe Bahnkurve in Abbildung 4.10). Als Zeitpunkt der Ionisation soll der Moment bezeichnet 
werden, an dem die Ladung den harmonischen Wechselwirkungsbereich verläßt, auch wenn sie noch 
nicht als frei betrachtet werden kann. Im Gegensatz zur Lösung für ein freies Teilchen kann der 
Trägheitsterm der Bewegungsgleichung bis zu diesem Zeitpunkt vernachlässigt werden: 
( ) ( )( ) ( )
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, ,
2 1
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es em d em
d d R
q Rq t q t
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d
π
  ≤   + = − −   >    
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E d E d e E d
 (4.44)
Wenn das elektrische Laserfeld parallel zur y-Achse schwingt, gilt in dieser Näherung: 
( )
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R E t d R
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q d R
E t
π
π
 ≤= − >
 (4.45)
Der Vergleich mit den numerisch berechneten Bahnen zeigt gute Übereinstimmung, solange das 
Teilchen keine nennenswerte Beschleunigung erfährt, Laserfeld und elektrostatisches Feld sich 
demnach am Ort des Teilchens annähernd kompensieren. 
Wenn das Teilchen den harmonischen Wechselwirkungsbereich verläßt, nimmt die Rückstellkraft mit 
zunehmendem Abstand ab. Das Verhältnis zwischen der Rückstellkraft und der Kraft des Lasers und 
damit die Details der Bewegung in den folgenden zwei Viertelperioden (3.25T0 < t < 3.5T0 und 
3.5T0 < t < 3.75T0) des Lasers, in denen das Feld zunächst auf Null und dann weiter auf ein 
Minimum abfällt, bestimmen die Energie, die das Teilchen aufnimmt. Es bestehen drei Möglichkeiten: 
• Im Bereich vor dem Absorptionsmaximum wird die Rückstellkraft am Ort des Teilchens 
größer als die Kraft des abklingenden Lasers, so daß das Teilchen durch diese eine 
Beschleunigung erfährt. Damit dominiert bis zum Nulldurchgang die Oszillationsbewegung 
im Ionenpotential, charakterisiert durch die Frequenz ω0 > ω . Die eigentliche Ionisation 
findet erst in der nächsten Viertelperiode des Lasers statt, wobei die Phase der Oszillation die 
Energieabsorption maßgeblich beeinflußt. Daher existieren im Intensitätsbereich kurz vor 
einem Hauptabsorptionsmaximum einige Nebenmaxima. 
• Jenseits des Maximums weicht die Bahnkurve des Teilchens von der Näherungslösung ab, da 
die Kraft durch das Laserfeld überwiegt. Als Folge wird das Teilchen in der ersten 
Viertelperiode im Laserfeld beschleunigt. Im Nulldurchgang des Lasers ist sein Abstand zum 
Ion zwar so groß, daß es als frei betrachtet werden kann, das Teilchen besitzt jedoch eine 
Geschwindigkeitsrichtung entgegen der Kraft in der folgenden Halbperiode, so daß es 
zunächst im ansteigenden Laser abgebremst wird. Die Energieaufnahme ist daher nicht 
maximal. 
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• Bei maximaler Energieaufnahme verläßt das Teilchen genau zu einem Zeitpunkt den 
harmonischen Wechselwirkungsbereich, bei dem die folgende Bahnkurve annähernd einem 
Kräftegleichgewicht zwischen Laser und Ion folgt. Der Laser verrichtet quasistatisch Arbeit 
am Elektron. An der Nullstelle des Laserfeldes durchlaufen der Abstand und damit potentielle 
Energie ein Maximum, die Geschwindigkeit v0 ist Null. Während des Ionisationsprozesses 
bleibt die absorbierte Leistung positiv. Das Feld des Ions und des Lasers nach der Nullstelle 
zeigen in die gleiche Richtung, so daß das Teilchen maximale Beschleunigung erfährt. 
Unter der Annahme, daß das Teilchen im Nulldurchgang als frei behandelt werden kann, läßt sich 
abschätzen, daß es in der zweiten Viertelperiode etwa 2Up an Energie aufnimmt (siehe oben, 
Gleichung (4.43)). Dazu addiert sich die potentielle Energie im Nulldurchgang von ungefähr 0.1Up, 
die aus dem numerisch ermittelten Abstand berechnet wird. Die Simulation ergibt für das zweite 
Absorptionsmaximum einen Wert von 2.20Up. Die Abweichung kann dadurch erklärt werden, daß 
sich das Elektron für die gesamte Restdauer des Pulses im Potential ~ln(d) bewegt und dabei weitere 
Energie aufnimmt. 
Es wird beobachtet, daß die folgenden Absorptionsmaxima an Höhe abnehmen. Wie bei einem freien 
Teilchen (vgl. Abbildung 4.9) hängt auch hier die Höhe des Maximums von der Periode ab, in der das 
Teilchen quasifrei wird. 
Die in Abbildung 4.10 dargestellten Bahnen legen nahe, daß es genau eine Bahnkurve zwischen dem 
Zeitpunkt der Ionisation und dem Nulldurchgang des Lasers gibt, bei der die Energieabsorption des 
Teilchens maximal ist. Dabei zeigt sich, daß der Abstand in der Nullstelle des Lasers ein Maximum 
hat und die Geschwindigkeit in y-Richtung Null ist. Außerdem läßt sich erkennen, daß zum Zeitpunkt 
der Ionisation (bei y(t) = R0) die Geschwindigkeit vy ebenfalls nahe Null ist. 
Für die absorbierte Leistung P proportional zu P ~ vyEex,y ergibt sich daraus, daß sie im betrachteten 
Zeitintervall dann eine Nullstelle besitzt, wenn eine der beiden Größen Null ist. Wenn die Nullstellen 
von Laserfeld und Geschwindigkeit zusammenfallen, bleibt die Leistung positiv. Es stellt sich die 
Frage, ob diese Eigenschaften der Bahn und der Leistung charakteristisch für maximale 
Energieaufnahme sind. 
Zu Klärung soll als Anfangszustand explizit folgendes angenommen werden: Zum Zeitpunkt t0 sei: 
( ) ( )
( ) ( )
0 0 0
0 0
0,
0, 0x y
x t y t R
v t v t
= = −
= =  (4.46)
Dabei ist t0 ein Zeitpunkt t0 = 3.25T0 + ∆t0 in einer Umgebung des Maximums des Laserfeldes. Das 
Feld habe den Anfangswert ( )0 maxE t E=  und steigt dann innerhalb der Zeit 0t∆  auf den 
Maximalwert E1. Durch die Wahl von ∆t0 kann die Bahnkurve des Teilchens verändert werden. I0 und 
damit 0E  und 1E  sind Funktionen von ∆t0: 
( ) ( )
max
0 2
0
0
1sin sin
2
EE
t t
n
ω ω
= . (4.47)
Abbildung 4.11 zeigt die numerisch ermittelte absorbierte Energie in Abhängigkeit von dieser Wahl. 
Der Verlauf der Kurve ist gespiegelt fast identisch mit der von Abbildung 4.7. Lediglich die 
Ausprägung eines Vormaximums unterscheidet sich aufgrund der nicht exakt gleichen Wahl der 
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Schrittweiten von ∆t0 bzw. I0. Die Spiegelung ergibt sich dadurch, daß ein kleineres ∆t0 eine größere 
Intensität I0 bedeutet. 
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Abbildung 4.11: Energieabsorption in Abhängigkeit vom Ionisationszeitpunkt bei 
festgelegten Anfangsbedingungen: y(t0)=-R0, vy(t0)=0. 
Die zum Hauptmaximum gehörende Bahn (Abbildung 4.12) weist wieder eine Maximum des 
Abstandes und damit eine Nullstelle der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt des Nulldurchgangs des 
Laserfeldes auf, so daß die Leistungsaufnahme während des Ionisationsprozesses positiv bleibt. 
Bei einer numerischen Berechnung mit sehr kleinem Zeitschritt zeigt ein genauer Blick auf die 
Zahlenwerte allerdings, daß vy = 0 schon kurz vor dem Nulldurchgang erreicht wird. Die Abweichung 
liegt jedoch in einer Größenordnung, die durch eine kleine x-Auslenkung im Laserfeld erklärt werden 
kann, da die Nullstelle des Lasers im Nullpunkt x = 0 gemessen wird. 
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Abbildung 4.12: Bahn, Geschwindigkeit und absorbierte Leistung während des Ionisationsprozesses 
bei festen Anfangsbedingungen und maximaler Energieaufnahme. Auch hier besitzen das E-Feld des 
Lasers, die Geschwindigkeit und die Leistung zur gleichen Zeit eine Nullstelle. 
Die zum Maximum gehörende Laserintensität I0 beträgt 1.37724 · 1018Wcm-2. Der Vergleich mit den 
obigen Ergebnissen des zweiten Absorptionsmaximums bei I0 = 1.3003 · 1018Wcm-2 zeigt eine 
Abweichung. Der Unterschied zwischen den Werten hängt damit zusammen, daß die Bedingungen 
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vy(t0) = 0 und E(t0) = Emax bei der Simulation der vollständigen Bahn nicht exakt erfüllt werden, da 
die Auslenkung im Laserfeld vor der Ionisation nicht unendlich langsam erfolgt und damit der 
Trägheitsterm nicht streng Null ist. In diesem Falle reicht schon ein Feld kleiner Emax zur Ionisation 
(vgl. Abschnitt 4.2.1). 
4.2.3 Vielteilchendynamik 
Nach dem Zweiteilchenmodell soll im folgenden der Übergang zu einem Vielteilchenmodell 
durchgeführt werden. Dessen Ergebnisse bei Variation der Laserintensität und Laserfrequenz lassen 
sich für einen Vergleich mit den PIC-Rechnungen aus Kapitel 3.3.3 heranziehen. Darüber hinaus wird 
der Einfluß der Pulsform und Pulsdauer sowie und des Regularisierungsparameters und der 
Teilchenzahl auf die Energieabsorption untersucht. Die Simulationen wurden mit unbeweglichen 
Ionen durchgeführt; bei der Erweiterung des Modells auf drei Dimension wird sich ein Abschnitt dem 
Anteil der Ionenbewegung an der Absorption widmen. 
Parameter 
Wie in den vorhergehenden Kapiteln soll zunächst die Bewegung der negativen Ladungen in einem 
100fach überkritisch dichten Plasma bei Anregung durch einen kurzen Laserpuls untersucht werden. 
Bei der in (4.17) angegebenen Elektronendichte und einer Laserfrequenz ω = 0.1 ωp liegt die 
Wellenlänge des Lasers bei etwa 
( ) 1056SI nmλ = . (4.48)
Die Elektronen und Ionen des Plasmas werden durch jeweils J = 804 Quasiteilchen mit Ladung –q 
bzw. q repräsentiert. Zu Beginn der Rechnungen ruhen die Ladungen regelmäßig auf einem Gitter mit 
dem Gitterpunktabstand 
( )
1
2
0
4x y J Dπ
−
∆ = ∆ = . (4.49)
Es wird erneut ein Sinusquadrat-Laserpuls oder Sinus-Puls mit einer Dauer τ von in der Regel n = 8 
Perioden gewählt: 
0 0
2;nT T πτ ω= = . (4.50)
Überblick über Teilchen in Säule 
Für einen qualitativen Überblick über die Bewegung der Quasielektronen der Säule sind in Abbildung 
4.13 deren Positionen zu bestimmten Zeitpunkten im Puls bei Laserintensitäten I0  zwischen 
3.0 · 1014Wcm-2 und 1.0 · 1018Wcm-2 gezeigt. Die genauen Koordinaten der Teilchen sind in 
Abbildung 4.14 aufgetragen. 
Bei der niedrigsten gewählten Intensität reicht die Amplitude nicht aus, um die Elektronen aus dem 
Nahfeldbereich des gleichpositionierten dazugehörigen Ions zu lösen. Die y-Auslenkungen verlaufen 
ähnlich den entsprechenden Zweiteilchenrechnungen quasistatisch im Laser. Selbst im Lasermaximum 
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bei 3.75 T0 übersteigt die Auslenkung nicht 0.25 ∆y, so daß die Gitteranordnung erhalten bleibt. Die 
Elektronen bewegen sich demnach in lokalen Minima an den Positionen der Ionen. Details dazu 
werden in der Diskussion über den Einfluß des Einzelteilchenradius (Abschnitt 4.2.4) besprochen. 
Bei I0 = 4.5 · 1014Wcm-2 verlassen einzelne Elektron ihre Gitterplätze und stoßen mit anderen, so daß 
die Gitterordnung zerfällt. Löst sich ein Randelektron von seinem Ion, kann es die Säule verlassen, da 
die maximale Rückstellkraft für das erste aus der Säule heraustretende Elektron durch das Feld 
( )
( )
max 9
max,1 3.6 10
SI
SI E VE
J m
= ≈ ⋅  (4.51)
gegeben ist. Die Feldamplitude des Lasers bei obiger Intensität ist mit E0 = 6.14 · 1010Vm-1 deutlich 
größer als dieser Wert. 
Bei höheren Intensitäten setzt der Herauslösungsprozeß schon in frühen Perioden des Lasers ein. Es 
fällt auf, daß die in der Säule verbleibenden Ladungen annähernd in einem Kreis angeordnet kollektiv 
vor dem Ionenhintergrund schwingen. Dies läßt sich über die Bewegung des Schwerpunkts verstehen 
und wird in einem Abschnitt zum Grad der Ionisation der Säule behandelt. 
Die Elektronen, die bei I0 = 1.0 · 1016Wcm-2 und 1.0 · 1018Wcm-2 aus der Säule herausgelöst werden, 
schwingen während des Pulses im Feld des Lasers und können dabei einen großen Abstand zur Säule 
bekommen. Da sie sich in einem Potential ~ln(r) bewegen, kehren sie jedoch nach endlicher Zeit 
zurück. Bei kleinerem Abstand besteht die Möglichkeit, daß die Teilchen schon während des Pulses 
mehrfach die Zentralladung der Ionen durchqueren. 
Die Elektronen verlassen hauptsächlich um ein Maximum des Laserfeldes die Säule, so daß die 
Emission in Schüben erfolgt. Die Richtung ist dabei für moderate Intensitäten vorzugsweise die y-
Richtung. Die elektrostatische Abstoßung der Ladungen führt zu einer Ausdehung der emittierten 
Elektronenwolken, so daß bei einem Vorzeichenwechsel der Kraftrichtung des Lasers ein Teil der 
Ladungen an der Säule vorbeifliegt. 
Erreicht der Laser relativistische Intensitäten (I0 = 1.0 · 1018Wcm-2), werden vermehrt Elektronen in 
Ausbreitungsrichtung des Lasers emittiert. Die Hauptrichtung, in welche die Elektronen aus der Säule 
herausgelöst werden, ist jedoch auch bei dieser Intensität die y-Richtung, da zumeist die Ionisation in 
einer frühen Periode des Pulses erfolgt. Nur diese „freien“ Elektronen erreichen solche 
Geschwindigkeiten, daß die v x B-Kraft bei weiter ansteigendem Puls relevant wird. Die Dynamik und 
Energieaufnahme der freien und gebundenen Teilchen wird ausführlich in Abschnitt 4.2.4 diskutiert. 
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Abbildung 4.13: Plasmasäule im Laserpuls. Die Elektronen sind blau, die ortsfesten Ionen rot 
dargestellt. 
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Abbildung 4.14: Bahnkurven (links) und Abstand vom Ursprung (rechts) der Elektronen bei 
verschiedenen Laserintensitäten. Zur besseren Übersichtlichkeit ist in einigen Bildern nur eine 
repräsentative Auswahl der Teilchen gezeichnet; für die beiden Grafiken rechts unten wurde eine 
logarithmische Skalierung der y-Achsen gewählt. 
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Ionisation der Säule 
Die Zahl der Elektronen, die in Abhängigkeit von der Laserintensität aus der Säule herausgelöst 
werden, läßt sich mit Hilfe einer einfachen Betrachtung recht gut bestimmen. 
Wenn angenommen wird, daß die Gesamtladung der Ionen Q = J q homogen über die Säule verteilt 
ist, beträgt deren Kraft auf alle durch die Säule gebundenen Elektronen in der Addition 
0
...
gebJ
geb i
i
F F
=
=
=
∑ . (4.52)
Diese kann durch den Schwerpunkt der gebundenen Teilchen 
,
0
1 gebJ
s geb i
geb iJ =
= ∑r r  (4.53)
ausgedrückt werden: 
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π
π
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= −
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geb s geb
qQ
R
qQ J
R
 (4.54)
Die Bewegung der gebundenen Gesamtladung Qgeb = -Jgebq mit der Masse Mgeb = Jgebm folgt damit 
annähernd der Bewegungsgleichung: 
( )
( )
, ,2
0
2
, ,
2
1
2
geb geb
s geb s geb em
gebgeb
s geb p s geb em
qQJ Q
t
MR M
q t
m
π
ω
+ =
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r r E
r r E


. (4.55)
Hier wurde verwendet, daß in dimensionslosen Größen gilt: 
2
02
0 2
0
; p
J q nn
mR
ωπ= = . (4.56)
Die Eigenfrequenz der Bewegung im Ionenfeld ist also wie zu erwarten 
1
2S p
ω ω= . (4.57)
Dies ist die gleiche Frequenz, die schon von den PIC-Simulationen bekannt ist (3.107). 
4.2 Zweidimensionale Geometrie: Plasmasäule 75 
 
∆y
~Nfrei
-Q
Q
R0
 
Abbildung 4.15: Kollektive Auslenkung der negativen Ladung 
der Plasmasäule. 
Das Zweiteilchenmodell hat gezeigt, daß die negative Ladung im Bereich der Ionen durch den Laser 
quasistatisch ausgelenkt wird. Die maximale Auslenkung ist damit proportional zur Amplitude E0. Im 
Vielteilchenmodell bedeutet eine kollektive Auslenkung der negativen Ladungen, daß Elektronen frei 
werden. Bei linearer Abhängigkeit der Auslenkung von E0 kann in erster Näherung analog zu Kapitel 
Kapitel 2 auch für die Ionisation der Säule 
0
1 0 max
max
0frei
J Eg E E
J E
= = < <  (4.58)
angenommen werden. Die Tatsache, daß bei einer Intensität von I0 = 1.0 · 1018Wcm-2 ≈ Imax die Säule 
beinahe elektronenleer ist, bestätigt diese einfache Überlegung. Die Auftragung der numerischen 
Ergebnisse in Abhängigkeit von der Laserintensität (Abbildung 4.16) zeigt allerdings über einen 
weiten Bereich höhere Werte für g. 
1014 1015 1016 1017 1018 1019
0.01
0.1
1
 g Teilchencode
 lineare Näherung g1
 Näherung g2
 g PIC
A
nt
ei
l f
re
ie
r 
T
ei
lc
he
n 
g
I0 [W/cm
2]
 
Abbildung 4.16: Anteil der emittierten Teilchen. 
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Eine bessere Näherung ergibt sich anhand der Abbildung 4.15. Wird die gesamte negative Ladung um 
die Distanz ∆y gegen die Ionensäule ausgelenkt, so befindet sich der Anteil 
2
0 0
1 2 arccos sin 2arccosy yg
D D
ππ
∆ ∆         = − +            (4.59)
nicht vor dem Ionenhintergrund. Für die Auslenkung gilt wie oben: 
0 0
0 max max
y E I
D E I
∆ = = . (4.60)
Auch die Kurve der Funktion g2(I0) liegt knapp unterhalb der numerisch berechneten Säulenionisation. 
Dies zeigt, daß die rein statischen Annahmen nicht vollständig ausreichen, um die Zahl der freien 
Elektronen quantitativ zu erklären; die ungeordnete Bewegung sowie Stöße der Elektronen tragen 
zusätzlich zur Ionisation bei. Dennoch gilt näherungsweise recht gut Jfrei ~ E0. 
Der Vergleich mit den Ergebnissen des PIC-Modells zeigt sehr gute Übereinstimmung, sobald etwa 
10% der Elektronen frei werden. 
4.2.4 Energieabsorption 
Die PIC-Simulationen zur Absorption haben gezeigt, daß sich mit dem Austritt von Elektronen aus der 
Plasmasäule die Energieabsorption erhöht. Das Absorptionsverhalten im Zweiteilchenmodell teilt sich 
in zwei Intensitätsbereiche auf, in denen bei niedrigen Intensitäten Oszillationen unter geringer 
Energieaufnahme angeregt werden, bei hoher Intensität eine Ladungstrennung mit sprunghaftem 
Anstieg der Absorption verbunden ist. Es liegt die Vermutung nahe, daß sich durch das 
Vielteilchenmodell dieser Sprung durch eine Freisetzung von Elektronen proportional E0 in den 
Anstieg, den die PIC-Rechnungen liefern, überführen läßt. 
Tatsächlich zeigt Abbildung 4.17 eine gute Übereinstimmung der Ergebnisse in einem 
Intensitätsbereich zwischen etwa 5.0 · 1014Wcm-2 und 1.0 · 1017Wcm-2. In diesem Bereich verläuft die 
Absorptionskurve sehr ähnlich der aus den PIC-Rechnungen. Für kleine Intensitäten ist eine sehr 
geringe Absorption zu erkennen, die zunächst stark ansteigend in die PIC-Kurve und damit einen in 
doppeltlogarithmischer Auftragung fast geradlinig verlaufenden Bereich übergeht. Der 
Übergangspunkt liegt bei 5.0 · 1014Wcm-2, also der Intensität, ab der die Freisetzung der 
Quasielektronen beginnt (vgl. Abbildung 4.16). Demnach wird die Absorption bis zu diesem 
Übergangspunkt durch die Auslenkung der Elektronen im Einzelpotential der Ionen bestimmt. Jenseits 
davon trägt das Freiwerden der Ladungen entscheidend zur Absorption bei. 
Im oberen Bereich der Intensitätsskala wird der Verlauf der Kurve flacher und erreicht das 
Grundniveau der Absorption des Zweiteilchenmodells. Die Abwesenheit der Maxima erklärt sich aus 
dem Umstand, daß die Elektronen nicht gleichzeitig die Säule verlassen und damit nicht die sensible 
Bedingung für ein Absorptionsmaximum erfüllen können (siehe Kapitel 4.2.2). Der Verlauf der 
Absorptionskurve entlang des Grundniveaus zeigt allerdings, daß hier nicht die Einzelheiten der 
Ladungstrennung, sondern die Trennung als solche das Absorptionsniveau bestimmt. 
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Abbildung 4.17: Absorbierte Energie in Abhängigkeit von der Laserintensität. Bei Einsetzen 
der Elektronenemission steigt die Energieaufnahme sprunghaft und skaliert dann etwa ~Up1.3. 
Sowohl die Übereinstimmung einschließlich geringer Abweichung als auch die starken Abweichungen 
für niedrige Intensitäten zwischen den PIC-Rechnungen und den Vielteilchenrechnungen lassen sich 
vor dem Hintergrund der Eigenschaften des jeweiligen Modells interpretieren. 
Der deutlichste Unterschied zwischen dem PIC-Modell und dem Teilchenmodell liegt in der 
Berechnung der Kraft auf die Teilchen. Das PIC-Modell mittelt Felder über Zellvolumina und 
berechnet die Kraft über eine Gewichtung, so daß keine Stöße mit kleinen Stoßparametern 
berücksichtigt werden. Die exakte, effektive Form der Simulationsteilchen ist vom Gitter und der 
Wahl der Gewichtung abhängig und kann gegebenenfalls analytisch schwer zugänglich sein. Damit 
läßt das PIC-Modell wenig Möglichkeiten zu, den Einfluß der Einzelteilchen auf das 
Absorptionsverhalten abzuschätzen. 
Im Vielteilchenmodell wird die Form der Einzelteilchen vorgegeben. Über die Wahl des effektiven 
Potentials wird die Wechselwirkung ebenfalls regularisiert, über den Regularisierungsparameter 
besteht jedoch die Möglichkeit, das Nahverhalten von Teilchenpaaren zu steuern (siehe Abschnitt 
unten). 
Der Verlauf der Absorptionskurven weist darauf hin, daß der Unterschied in der Nahwechselwirkung 
besonders bei geringen Laserintensitäten zum Tragen kommt. Dies ist nicht verwunderlich, da die 
Elektronen durch den Laser nur wenig ausgelenkt werden. Die recht genaue Übereinstimmung nach 
dem Freiwerden von Elektronen legt den Schluß nahe, daß die exakte Einzelteilchenwechselwirkung 
keine große Rolle bei der Absorption spielt. 
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Ein zweiter Unterschied zwischen den beiden Modellen ist die Teilchenzahl. Während das PIC-Modell 
aufgrund seiner numerischen Effizienz Berechnungen mit vielen tausend Quasiteilchen zuläßt, bleibt 
das Teilchenmodell auf einige hundert beschränkt. Die Zahl der Quasiteilchen bestimmt die Ladung 
des Einzelteilchens und damit die Kraft, um ein Quasielektron von einem Quasiion zu trennen. Bei 
höherer Teilchenzahl setzt der Herauslösungsprozeß demnach schon bei geringeren Intensitäten ein. 
Dies erklärt qualitativ den Unterschied der Absorptionskurven bis zur einer Grenzintensität (siehe 
nachfolgenden Abschnitt). Wird die Säule nur durch zwei Ladungen repräsentiert wie im 
Zweiteilchenmodell, stellt sich dementsprechend erst bei einer Feldamplitude, die groß genug ist, um 
die Gesamtladungen der Säule zu trennen, Übereinstimmung der Absorption (abgesehen von der 
Maximastruktur) mit den anderen Modellen ein. 
Für sehr hohe Intensitäten kann der Unterschied bei der Absorption mit der Verwendung von 
periodischen Rändern bei den PIC-Rechnungen erklärt werden. Die in großer Anzahl früh im Puls 
freiwerdenden Elektronen verteilen sich über den beschränkten Simulationsraum, und bilden je nach 
Entfernung der Ränder eine mehr oder weniger dichte Ladungswolke um die geladene Säule. Dieses 
System wird durch den Laserpuls zusätzlich geheizt und zeigt dadurch ein anderes 
Absorptionsverhalten als ein System ohne Ränder. 
Einzelteilchenradius und Teilchenzahl 
Durch die Wahl des Regularisierungsparameters und der Teilchenzahl wird festgelegt, ob Elektronen 
in lokalen Potentialminima gebunden sein können. Bei einer regelmäßigen Anordnung von J Ionen 
beträgt deren Ladung q = Q/J. Der Abstand eines Teilchens zu seinen Nachbarn ist durch Gleichung 
(4.49) gegeben. Je nach Wahl des Verhältnisses δ0/∆x können lokale Minima für die Elektronen 
entstehen. 
Zur Illustration zeigt Abbildung 4.18 die Kraft auf ein Elektron und dessen potentielle Energie im Feld 
von zwei benachbarten Ionen (Abstand ∆x). Die Kraft ist gegeben durch  
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Während die Kraft aus Gleichung (4.61) nur eine Nullstelle bei x0 = 0 besitzt, die einem einzelnen 
Potentialminimum genau zwischen den Ionen entspricht, liegen weitere Nullstellen der Kraft aus 
Gleichung (4.62) und damit zwei Minima des Potentials bei 
2
1,2 04
xx δ∆= ± − . (4.63)
Die Nullstelle x0 markiert in diesem Fall ein Maximum. 
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Abbildung 4.18: Kraft (oben) und potentielle Energie (unten) für ein Quasielektron im Feld zweier 
benachbarter Ionen. Bei kleinem Verhältnis zwischen Ionendurchmesser und –abstand existieren 
lokale Energieminima. 
Für ein Gitter aus vielen Ionen bedeutet dies, daß diese bei genügend großer Wahl von δ0 im 
Verhältnis zum Ionenabstand ∆x einen Potentialtopf ohne lokale Minima bilden. Eine kleine Störung 
der Elektronen, die sich anfangs an den Ionenplätzen befinden, führt dann zur Thermalisierung vor 
dem Ionenhintergrund. Ist δ0 im Gegensatz dazu klein, so bedarf es einer Art lokaler Ionisationsenergie 
zur Trennung des Elektron-Ion-Paares. 
Für das Absorptionsverhalten spielt die Wahl von δ0 nur für relativ kleine Laserintensitäten eine Rolle, 
bei denen die Elektronen nicht aus ihren lokalen Minima (sofern vorhanden) gehoben werden können. 
Für diesen Fall zeigt das Dipolspektrum der Säule neben einem Maximum bei der Anregungsfrequenz 
des Lasers einen schwach ausgeprägten Peak, welcher der lokalen Eigenschwingung eines Elektron-
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Ion-Paares zugeordnet werden kann (Abbildung 4.19). Die Frequenz ist in (4.22) angegeben und 
beträgt bei δ0 = 0.015625 = 0.5 ∆x: 
2
0 2
0
1 0.798
2 p
q
m
ω ωπδ= ≈ . (4.64)
Die Resonanzfrequenz der Säule ist bei schwacher Anregung und kleinem Parameter δ0 nicht zu 
beobachten. Für δ0 = 1.0 ∆x weist das Spektrum bei stark verrauschtem Hintergrund ähnlich den 
Spektren aus den PIC-Simulationen ein breites und hohes Maximum um die Resonanzfrequenz der 
Säule auf. 
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Abbildung 4.19: Dipolspektrum der Plasmasäule für unterschiedliche 
Ionendurchmesser und moderate Laserintensität (I0 = 1013 Wcm-2). Bei 
kleinen Werten δ0 (oben) werden die Elektronen zu Eigenschwingungen im 
lokalen Ionenfeld angeregt. 
Ist die Feldamplitude ausreichend groß zur lokalen Ionisation, so steigt die Absorption sprunghaft an, 
da damit auch Elektronen die Säule verlassen und im Laserfeld beschleunigt werden können. Die 
Stärke der Bindung eines Quasielektrons an „sein“ Ion beeinflußt somit maßgeblich die 
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Intensitätsschwelle, ab der eine Teilchenemission beginnt (Emissionsschwelle). Die Höhe des Sprungs 
ist ebenfalls abhängig von der Tiefe der lokalen Potentialminima. 
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Abbildung 4.20: Absorption bei verschiedenen Teilchenparametern. Ein kleiner 
Regularisierungsparameter führt dazu, daß sich erst bei hohen Intensitäten Elektronen von 
ihren Ionen und damit aus der Säule lösen können. Werden mehr Simulationsteilchen 
verwendet, setzt dieser Prozeß schon bei kleineren Werten I0 ein. 
Für große Intensitäten stellt sich heraus, daß die Absorption unabhängig vom Regularisierungs-
parameter wird. Abbildung 4.20 vergleicht die Absorptionskurve für drei Werte von δ0. Sobald die 
Feldamplitude groß genug ist, Elektronen aus der Säule zu ziehen, ist der Verlauf nahezu identisch. 
Jenseits der Emissionsschwelle verlieren damit die lokalen Vorgänge für die Absorption an 
Bedeutung. 
Eine größere Teilchenzahl J führt zu einer Herabsenkung der Emissionsschwelle, da mit ihr die 
Ladung der einzelnen Simulationsteilchen sinkt. Wird mit J = 1810 die Zahl etwa verdoppelt, so ist in 
Abbildung 4.20 deutlich zu erkennen, daß das mit dem Austritt von Elektronen verbundene 
Absorptionsniveau schon bei geringeren Intensitäten als bei J = 804 erreicht wird. 
4.2.5 Absorption bei hoher Intensität 
Wie oben gesehen, ist der Einfluß der Simulationsparameter bei niedrigen Intensitäten sehr groß, 
während bei hohen Intensitäten die Dynamik der freiwerdenden Ladungen in den Vordergrund rückt. 
Bei unterschiedlichen Teilchenzahlen und Werten von δ0 werden weitgehend unabhängig vom 
Rechenmodell gut übereinstimmende Ergebnisse geliefert. 
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Die Dynamik der Quasielektronen bei intensiven Laserpulsen wird im folgenden Abschnitt mit der 
Absicht betrachtet, Erkenntnisse über den Vorgang der Energieaufnahme zu sammeln. Dabei gilt das 
Interesse dem Einfluß des speziellen Potentials der Säule und der Laserparameter. 
Energie der freien Teilchen 
Einen Überblick über die Aufteilung der Energien auf potentielle und kinetische Energie jenseits der 
Emissionsschwelle während und nach der Wechselwirkung mit einem Laserpuls gibt Abbildung 4.21. 
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Abbildung 4.21: Aufteilung der Energie bei der Absorption im 
Laserpuls (I0 = 1016 Wcm-2). Hauptsächlich die emittierten (freien) 
Elektronen nehmen kinetische Energie auf. 
Die Ladungstrennung führt zu einem kontinuierlichen Anstieg der potentiellen Energie. Die freien 
Elektronen erfahren dabei eine Zunahme, die gebundenen eine Abnahme, da sich mit Herauslösen von 
Ladungen der Potentialtopf der Ionen durch deren Überzahl vertieft. 
Die kinetische Energie oszilliert mit doppelter Laserfrequenz und übersteigt zunächst die potentielle 
Energie. Bei höherer Laserintensität fällt sie allerdings in der zweiten Hälfte des Pulses wieder 
deutlich ab. Dieses Absinken geht einher mit einer Verminderung der Gesamtenergie und ist bei 
zunehmender Intensität stärker. Nach dem Puls ist der Anteil der potentiellen Energie größer als jener 
der kinetischen Energie. Der Verlauf der Energiekurven weist darauf hin, daß die Absorption der 
Laserenergie zunächst mit der Beschleunigung der Elektronen verbunden ist, welche zu einem steten 
Anstieg der potentiellen Energie führt. 
In der Bilanz tragen die gebundenen Elektronen kaum zur kinetischen Energie bei, so daß sich die 
gesamte absorbierte Energie für hohe Intensitäten nahezu vollständig aus der potentiellen Energie aller 
Teilchen und der kinetischen Energie der freien Teilchen zusammensetzt: 
abs freiW U K≈ + . (4.65)
In der Dynamik der Ladungstrennung liegt demnach der Hauptabsorptionsmechanismus. 
Die Energien bleiben nach Abklingen des Pulses, abgesehen von kleinen Schwankungen, auf 
konstantem Niveau, besonders bei einer großen Zahl freier Teilchen. Es lassen sich demnach 
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Mittelwerte angeben, die aussagen, wieviel Energie das System bei einer gegebenen Intensität in Form 
von potentieller und kinetischer Energie aufgenommen hat. 
Werden diese beiden Energieanteile zusammen mit der Gesamtenergie über der Intensität aufgetragen 
(Abbildung 4.22), wird erkennbar, daß die kinetische Energie schneller ansteigt (etwa ~Up1.4 für nicht 
zu hohe Intensitäten) als die potentielle Energie. Ihr Anteil an der Gesamtenergie nimmt daher mit der 
Intensität zu und ist bei I0 = 2.0 · 1018Wcm-2 etwa gleichauf mit der potentiellen Energie. 
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Abbildung 4.22: Aufteilung der Energie. Die Gesamtenergie setzt sich weitestgehend aus der 
potentiellen Energie und der kinetischen Energie der emittierten Elektronen zusammen. 
Letztere steigt am stärksten mit der Intensität. 
Im Vergleich zu den Ergebnissen für die Absorption einer Plasmaschicht (Kapitel 3.3.3) fällt auf, daß 
der Exponent, mit der die absorbierte Energie skaliert, im Fall der Säule kleiner ist. Die Abschätzung, 
daß jedes freiwerdende Teilchen Energie ~Up absorbiert und deren Zahl mit ~Up0.5 ansteigt, ist für die 
zweidimensionale Geometrie nicht exakt erfüllt. Den Überlegungen in Kapitel 3.3.3 folgend, ist der 
Grund für die Abweichung bei der Plasmasäule in der Energieaufnahme der einzelnen Elektronen zu 
suchen, da sich die Zahl der freien Ladungen auch in diesem Fall in guter Näherung proportional zur 
Feldamplitude verhält (siehe oben). Der folgende Abschnitt widmet sich diesem Thema. 
Absorption pro Teilchen 
Um die Energieaufnahme durch die freien Elektronen unabhängig von deren Zahl betrachten zu 
können, ist es sinnvoll, die Energie pro Teilchen in Einheiten des ponderomotischen Potentials 
anzugeben (Abbildung 4.23). 
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Die Grafik zeigt die verschiedenen Anteile der Energie pro Teilchen in Abhängigkeit von der 
Laserintensität. In dieser Darstellung steigen potentielle Energie und Gesamtenergie über einen großen 
Intensitätsbereich kontinuierlich, während die mittlere kinetische Energie der freien Teilchen nach 
anfänglich starkem Anstieg abfällt. Es ist zu beachten, daß Uabs und Wabs jeweils auf die konstante 
Gesamtzahl der Teilchen normiert sind, Kfrei dagegen durch die bei der jeweiligen Intensität 
berechnete Zahl der freien Teilchen dividiert wird. Deutlich zu erkennen ist, daß durch die Elektronen 
im Mittel bei zunehmender Intensität ein geringerer Anteil der Laserenergie in kinetische Energie 
umgewandelt wird. 
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Abbildung 4.23: Energieabsorption in Einheiten des ponderomotorischen 
Potentials. Pro freiem Teilchen wird bei steigender Intensität ein kleiner 
werdender Anteil der Laserenergie aufgenommen. 
Die Abnahme der Energie kann zwei Erklärungen haben: Die eine Möglichkeit ergibt sich in Analogie 
zu den Überlegungen für das Zweiteilchenmodell (Kapitel 4.2.2), in der eine abnehmende Höhe der 
Maxima festzustellen ist. Die Erklärung, daß die negative Ladung bei steigender Intensität in einer 
früheren Periode des Pulses frei wird und dementsprechend Energie aufnimmt, ist auch für das 
Vielteilchensystem plausibel. Zum Beleg kann die Zahl der freiwerdenden Elektronen pro Halbperiode 
aufgetragen werden (Abbildung 4.24). Das Maximum verschiebt sich bei größerer Intensität zu 
kleinerer Periodenzahlen, so daß weniger Elektronen unter größtmöglicher Energieaufnahme im 
absoluten Pulsmaximum frei werden. 
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Abbildung 4.24: Anzahl der in einer Halbperiode des Lasers emittierten 
Elektronen. Der Hauptteil der Teilchen wird bei hoher Intensität früher im 
Puls frei. 
Dies erklärt plausibel die mittlere Absorption kleiner Up, schließt jedoch einen zweiten 
Erklärungsansatz nicht aus: Die Elektronen sind nach Verlassen der Säule nicht streng frei, da sie sich 
im Potential der Säule bewegen und gegebenenfalls im Laufe ihrer Bewegung das Plasma erneut 
durchqueren. Der Einfluß des Potentials als Störung der freien Schwingung im Laserfeld ermöglicht 
eine weitere Energieänderung, solange der Puls andauert. Außerdem besteht die Möglichkeit, daß die 
Wechselwirkung mit den anderen Elektronen ebenfalls eine gewisse Rolle bei der Absorption spielt. 
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Abbildung 4.25: Energie nach Abklingen des Laserpulses und 
Emissionszeitpunkt der Quasielektronen. Die Intensität des Lasers beträgt 
hier 5.0·1015 Wcm-2 (oben) und 1.0·1017 Wcm-2 (unten). Zum Vergleich ist 
der theoretische Wert für potentialfreie Teilchen angegeben. Aufgrund des 
Potentials kann in einigen Fällen mehr Energie absorbiert werden. 
Die Abweichung vom Verhalten exakt freier Elektronen wird durch Abbildung 4.25 dokumentiert. Sie 
zeigt die kinetische Energie jeder Ladung nach dem Puls zur Zeit t = 8T0, aufgetragen über dem 
Ionisationszeitpunkt. Für exakt freie Elektronen ist eine Verteilung gemäß Abbildung 4.9 zu erwarten2.  
Die Grundstruktur dieser Verteilung ist nur für hohe Intensitäten erkennbar. Es findet ein Großteil der 
Ionisation in den Maxima des Laserpulses statt, die Energieabsorption ist maximal, wenn ein Elektron 
in einem Minimum frei wird. Die Verteilung ist jedoch aufgrund der Wechselwirkung mit der 
                                                     
2 Der Zeitpunkt tfrei des Freiwerdens eines Elektrons ist über ( ) ( )0 0,i frei i freir t R r t t R= < <  definiert. Diese 
Definition ist in gewissem Sinne willkürlich, da ein genauer Zeitpunkt nicht streng begründbar ist. Die 
Simulationen zeigen jedoch, daß sich ein Großteil der Elektronen, die dieser Definition entsprechend „frei“ 
werden, für Zeiten größer tfrei beinahe ausschließlich außerhalb der Säule aufhalten. Zudem ist die obige 
Argumentation unabhängig von kleinen Abweichung bei der Festlegung des Zeitpunktes. 
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geladenen Säule und den anderen Elektronen unscharf. Zudem sind Elektronen zu beobachten, die 
mehr als zwei Up Energie aufgenommen haben (vgl. Kapitel 4.2.2). 
Speziell für geringere Intensitäten ist keine klare Abhängigkeit der Energieaufnahme vom Zeitpunkt 
der Ionisation zu erkennen. Selbst Elektronen, die früh im Puls frei werden, besitzen nach dem Puls 
sehr hohe Energien. Dies läßt sich damit erklären, daß diese Elektronen nach der Ionisation in 
nachfolgenden Stoßprozessen mit der Säule Energie im Laserfeld aufnehmen. 
Für eine hohe Laserintensität nimmt die Wahrscheinlichkeit eines solchen Stoßes ab. Emittierte 
Elektronen entfernen sich in den starken Feldern schnell von der Säule und werden durch Abstoßung 
durch andere Elektronen von einer geradlinigen Bahn abgelenkt. Bei Umkehr der Laserfeldrichtung 
fliegen daher die meisten Elektronen mit mehr oder weniger großem Abstand an der Säule vorbei. 
Dieser Erklärungsansatz stimmt mit der Beobachtung überein, daß die Exponenten, mit denen die 
Absorption skaliert, für Plasmaschicht und Plasmasäule unterschiedlich sind. Im Falle der 
Plasmaschicht besteht nicht die Möglichkeit, daß zurückkehrende Elektronen an der Schicht 
vorbeifliegen, so daß die Stoßwahrscheinlichkeit in dieser Hinsicht nicht intensitätsabhängig ist. 
Absorption in Sinusschwingung 
Die oben angestellten Überlegungen zum Absinken der mittleren kinetischen Energie freier Teilchen 
bei zunehmender Intensität lassen sich überprüfen, indem der Laserpuls auf eine bzw. eine halbe 
Sinusperiode verkürzt wird. Die Energieaufnahme von freiwerdenden Elektronen ist damit unabhängig 
von der Laserperiode, und die Zeit, in der sich diese Ladungen im Potential der Säule unter dem 
Einfluß des Lasers bewegen, ist sehr kurz. 
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Abbildung 4.26: Absorption bei verkürzter Pulsdauer. Je kürzer der Puls 
ist, desto größer ist der Exponent, mit der die Absorption skaliert. 
Tatsächlich folgt die absorbierte Gesamtenergie unter diesen Bedingungen der Skalierung ~Up1.55 
(Abbildung 4.26), in Übereinstimmung mit den Überlegungen aus Kapitel 2.2. Besonders bei 
Anregung mit einer halben Sinusperiode bleibt die mittlere kinetische Energie der freien Elektronen 
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Kfrei bei Intensitäten zwischen 2.0 · 1015Wcm-2 und 2.0 · 1017Wcm-2 beinahe konstant (Abbildung 
4.27). Für höhere Intensitäten wird die Säule vollständig ionisiert, wobei jedes einzelne Elektron der 
maximal möglichen Absorption in einer Halbperiode von 8 pU  zustrebt. 
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Abbildung 4.27: Absorption in Einheiten des ponderomotorischen 
Potentials. Dauert der Puls nur für eine Halbperiode an, dann nehmen die 
freien Elektronen im Mittel etwa vier Up auf. 
Für eine vollständige Sinusschwingung des Lasers steigt die Absorption mit einem geringeren 
Exponenten. Das Absinken der mittleren kinetischen Energie der freien Elektronen ist allerdings 
schwächer als bei einem längeren Puls. 
In diesem Zusammenhang ist es aufschlußreich, die Bahnkurven y(t) aufzutragen (Abbildung 4.28). 
Falls der Laser nur eine Halbperiode andauert, werden durch das Ansteigen des Feldes solange 
Elektronen frei, bis das elektrostatische Feld der aufgeladenen Säule zu groß ist. Bei einer 
vollständigen Schwingung können auch in der zweiten Halbperiode Ladungen frei werden. Ob ein 
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Elektron frei wird oder nicht, hängt demnach auch von der „Vorgeschichte“ der Bewegung ab. Diese 
Situation ist vergleichbar mit dem Ionisationsprozeß im Zweiteilchenmodell, so daß die 
Energieaufnahme durch solche Teilchen empfindlich auf Änderungen der Laserintensität, aber auch 
auf kleine Ladungsverschiebungen in ihrer Umgebung reagiert. Dies erklärt die Schwankungen der 
mittleren kinetischen Energie für kleinere Intensitäten, bei denen nur wenige Elektronen aus der Säule 
gelöst werden. 
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Abbildung 4.28: y-Koordinate der Elektronen in einer halben (links) und einer vollen (rechts) 
Sinusschwingung des Lasers. Im zweiten Fall werden auch in der zweiten Halbperiode Teilchen aus 
der Säule gezogen. 
Andere Pulse 
Wenn als Anregung anstelle eines Sinusquadrat-Pulses ein Sinus-Puls gleicher Dauer gewählt wird, so 
ist die Auslenkung der Ladungen im Feld wegen der schnell ansteigenden Pulsflanke nicht mehr 
quasistatisch. Als eine Folge davon ist im Dipolspektrum für kleine Regularisierungsparameter das 
Maximum der Einzelteilchenschwingung bei kleinen Intensitäten deutlich stärker ausgeprägt 
(Abbildung 4.29, vgl. Abbildung 4.19). 
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Abbildung 4.29: Dipolspektrum der Plasmasäule in einem Sinus-Puls. Bei 
dieser Pulsform werden für niedrigen Intensitäten (I0 = 1013 Wcm-2) verstärkt 
die Eigenschwingungen der Elektronen im lokalen Ionenfeld angeregt. 
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Während für kleine Intensitäten die Absorption durch die Anregung von Eigenschwingungen stark 
beeinflußt wird, ist die Steigung der Absorptionskurve für höhere Intensitäten die gleiche, die auch ein 
Sinusquadrat-Puls liefert. Die Absorption ist lediglich absolut gesehen höher, da sich die Pulse in 
ihrem Gesamtenergieinhalt unterscheiden (Abbildung 4.30). 
Dagegen führt eine Verlängerung der Pulsdauer zu einem kleineren Exponenten im Anstieg der 
Absorption. Für einen Sinusquadrat-Puls mit T = 16T0 ist der Exponent kaum größer als Eins. Dieser 
Befund unterstützt die Annahme, daß nicht nur der Zeitpunkt des Freiwerdens der Elektronen sondern 
auch deren nachfolgende Bewegung im Puls und im Potential sich auf die Absorption auswirkt. 
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Abbildung 4.30: Absorption bei verschiedenen Pulsen. Für eine längere 
Pulsdauer sinkt der Exponent, mit der die Energieaufnahme skaliert. 
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4.3 Dreidimensionale Geometrie: Plasmakugel 
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Abbildung 4.31: Plasmakugel im Laserfeld. 
Das Teilchenmodell läßt sich leicht um eine weitere Dimension erweitern, ohne daß der numerische 
Aufwand für den Computer erheblich steigt. Damit bietet sich die Möglichkeit, nach der 
Plasmaschicht und -säule in den folgenden Abschnitten das Absorptionsverhalten einer Plasmakugel 
zu untersuchen. 
Mit einer Parameterwahl wie bei Schicht und Säule kann die Plasmakugel als Repräsentation eines der 
in der Einleitung (Kapitel 1.1) erwähnten Edelgasclustern verstanden werden, wobei die Durchmesser 
D0 und die mittlere Elektronendichte n0 vorgegeben sind: 
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(4.66)
Die Untersuchungen von Säule und Kugel wurden über weite Teile parallel zueinander durchgeführt, 
daher bietet sich für die Präsentation ein analoges, vergleichendes Vorgehen an: Die Kugel wird 
zunächst im Rahmen eines Zweiteilchenmodells betrachtet, um anschließend die Erweiterung auf viele 
Teilchen vorzunehmen. Im Mittelpunkt steht erneut die Energieabsorption in Wechselwirkung mit 
kurzen Laserpulsen. 
Das Kapitel wird ergänzt durch zwei Abschnitte, von denen sich einer mit der Wahl von „echten“ 
Kugel in Hinsicht auf die Einzelteilchenwechselwirkung beschäftigt (im Gegensatz zu harmonisch 
wechselwirkenden Teilchen), der andere den Einfluß von beweglichen Ionen auf die Absorption 
beleuchtet. 
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4.3.1 Wechselwirkung zwischen sphärischen Teilchen 
Energie der Teilchenpaarwechselwirkung 
Analog zu den Quasiteilchen für das zweidimensionale Teilchenmodell ist die Kraft zwischen zwei 
Ladungen für kleine Abstände d < δ0 auch im dreidimensionalen Fall so definiert, daß sie linear mit 
dem Abstand anwächst. Für große Abstände wechselwirken die Ladungen wie Punktteilchen: 
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π δ
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 (4.67)
Der Nullpunkt des Potentials ist so gewählt, daß es bei d = δ0 stetig ist und sich für d > δ0 das 
Punktteilchenpotential ergibt. Die potentielle Energie lautet somit: 
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Potential und Kraft sind für zwei verschiedene Abstandsparameter δ0 in Abbildung 4.32 dargestellt. 
Die Oszillationsfrequenz eines Elektron-Ion-Paars (bei festgehaltenem Ion) für kleine Auslenkungen 
beträgt: 
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Abbildung 4.32: Kraft (links) und potentielle Energie (rechts) für ein sphärisches harmonisches 
Quasielektron im Feld eines Ions. 
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Ionisation im konstanten homogenen E-Feld 
Ein Quasiion besitzt auf seinem Rand bei r0 ein maximales elektrisches Feld von 
max 2
0
1
4
qE
rπ= . (4.70)
Befindet sich ein Elektron zusammen mit einem Ion im Ursprung und wird ein konstantes Feld Eex 
angelegt, ist eine Potentialbarriere, gegeben durch ein Minimum und ein Maximum bei 
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 (4.71)
zur Ionisation zu überwinden (siehe Abbildung 4.33). 
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Abbildung 4.33: Kraft (links) und potentielle Energie (rechts) für ein Quasielektron im Feld eines Ions 
und einem konstanten externen Feld. Die durchgezogene Linie markiert den Verlauf für den Wert des 
externen Feldes an der Ionisationsschwelle. 
Falls das Maximum des Gesamtpotentials Uges(d = dmax) des Ions und des angelegten Feldes kleiner ist 
als die potentielle Energie des Elektrons im Ursprung Uges(d = 0), findet eine Ladungstrennung statt. 
Das dazu benötigte Feld errechnet sich aus 
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und beträgt 
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Der von Regularisierung und Ladung unabhängige Parameter ist mit 
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etwas kleiner als der vergleichbare Parameter für zweidimensionale Quasiladungen. Dieser Wert wird 
im Rahmen eines Zweiteilchenmodells für die Plasmakugel in guter Näherung bestätigt (siehe unten). 
Homogene Kugeln 
Eine Alternative zur harmonischen Wechselwirkung zwischen zwei Teilchen bei kurzen Abständen 
besteht darin, die exakte Kraft für homogen geladene, sich durchdringende Kugel mit dem 
Durchmesser d0 und Abstand d < d0 zu berechnen. Im Anhang D ist die Herleitung dazu angegeben 
(D.32). Das Ergebnis lautet: 
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Die sich daraus ergebende potentielle Energie 
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ist in Abbildung 4.34 im Vergleich zu der von harmonisch wechselwirkenden Teilchen dargestellt. Für 
homogene Kugeln mit Durchmesser d0= 1.0 und harmonische Teilchen mit δ0= 5/8 ist der Verlauf 
der Energie fast identisch. Der Wert ergibt sich aus der Gleichsetzung der Potentialdifferenzen: 
( ) ( ) ( ) ( ),hom ,hom , ,1 0 1 0ij ij ij harm ij harmU d U U d U= − = = − . (4.77)
In den meisten Simulationen wurden aufgrund des numerisch geringeren Aufwands harmonische 
Teilchen verwendet. An einigen Stellen sind jedoch Ergebnisse aus Rechnungen mit homogenen 
Ladungen zum Vergleich angegeben. 
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Abbildung 4.34: Kraft (links) und potentielle Energie (rechts) eines homogenen Quasielektrons im 
Vergleich zu einem harmonischen Teilchen. Ist der Regularisierungsparameter δ0=5/8, so ist das 
Potential fast identisch. 
4.3.2 Zweiteilchenmodell der Plasmakugel 
Mit der Repräsentation des Plasmas durch zwei Ladungen 
3
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3e i e
Q Q R q nπ= − =  (4.78)
läßt sich die theoretische Eigenfrequenz einer Plasmakugel simulieren, falls der 
Regularisierungsparameter für beide Teilchen (wie schon im Falle der Säule) halb so groß wie der 
Kugeldurchmesser gewählt wird: δ0 = R0. Der Radius R0 selbst beträgt hier (in dimensionslosen 
Größen) 0.5. Die Frequenz liegt somit bei 
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ω ω ωπ= = ≈ . (4.79)
Die numerische Simulation bestätigt, daß die negative Ladung bei kleiner Auslenkung um die 
festgehaltene positive Ladung mit ebendieser Frequenz schwingt (vgl. Abbildung 4.35). 
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Abbildung 4.35: Numerisch ermittelte Resonanz-
frequenz einer Plasmakugel im Zweiteilchenmodell. 
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In einem konstanten homogenen äußeren Feld liefert die Simulation einen Grenzwert für die 
Ionisationsschwelle (in SI-Einheiten) bei 
( ) 12 17
2
W1.0857 10 1.564 10
cm
≈ ⋅ ≈ ⋅SI ionion VE Im . (4.80)
Wird dieser Wert durch Emax ≈ 1.9302 · 1012 Vm-1 dividiert, ergibt sich recht genau der in Gleichung 
(4.74) angegebene Parameter3: 
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SI
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≈ . (4.81)
Absorption im Laserpuls bei nicht-resonanter Anregung 
Die Betrachtung der Plasmakugel im Rahmen eines Zweiteilchenmodells gibt einen ersten Einblick in 
das Absorptionsverhalten während eines kurzen Laserpulses. Dessen Frequenz ω soll dabei (wie schon 
in vorhergehenden Kapiteln) ein Zehntel der Plasmafrequenz ωp sein, so daß das Plasma selbst 100-
fach überdicht ist. 
Die Auftragung der absorbierten Energie über der Intensität (Abbildung 4.36) sieht qualitativ nicht 
viel anders aus als die vergleichbare Grafik für die Plasmasäule (Abbildung 4.7). Auch hier ist für 
niedrige Intensitäten die Absorption beinahe Null, da sich das System aus positiver und negativer 
Ladung wie ein angeregter harmonischer Oszillator verhält, solange die Auslenkung des 
Quasielektrons nicht R0 übersteigt (wieder gilt δ0 = R0). 
Ab einer Grenzintensität setzt der Ionisationsprozeß ein und es erscheint eine ähnliche Maximastruktur 
in der Absorptionskurve wie im zweidimensionalen Fall. Das erste Absorptionsmaximum findet sich 
knapp vor der Intensität Imax ≈ 4.945 · 1017Wcm-2, welche einer Laserfeldamplitude E0 = Emax, dem 
maximalen Feld der Kugel entspricht. 
Es fällt auf, daß die Absorptionsmaxima schärfer sind als im Falle der Säule. Demnach ist Bedingung 
für maximale Absorption im dreidimensionalen Fall noch sensibler gegenüber Änderungen der 
Intensität. 
                                                     
3 Dieses Verhältnis widerspricht nicht Gleichung (4.73), in der δ0 = 2r0 gewählt wurde. Hier gilt im Gegensatz 
dazu δ0 = R0. 
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Abbildung 4.36: Energieabsorption im Zweiteilchenmodell der Plasmakugel. 
Die unteren beiden Grafiken stellen Ausschnitte der oberen Kurve dar. Ab einer 
Grenzintensität I0=5.0⋅1017 Wcm-2 werden die Ladungen getrennt. Jenseits 
dieser Grenze hängt die Absorption wie schon bei der Plasmasäule stark von 
der Phase des Pulses ab, in der die Ladungstrennung erfolgt. 
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Abbildung 4.37: Bahn, Geschwindigkeit, Energie und absorbierte Leistung eines Quasielektrons, 
welches durch die Einwirkung des Lasers vom Ion getrennt wird. Bei maximaler Energieabsorption 
(vgl. graue Kurven in Reihe 3, Skala rechts) fallen der Nulldurchgang des Laserfeldes und der 
Geschwindigkeit vy bei t = 3.0 T0 zusammen. Die absorbierte Leistung bleibt für diesen Fall positiv. 
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Abbildung 4.37 verdeutlicht, daß der Mechanismus, der zur Existenz der Maxima führt, der gleiche 
wie bei der Säule ist. Auch hier wird das Maximum an Energie aufgenommen, wenn der eigentlichen 
Beschleunigung im Laserfeld eine Bahnbewegung vorausgeht, bei der das Elektron größtmöglichen 
Abstand zum Ion bekommt und die Geschwindigkeitskomponente in Polarisationsrichtung zum 
Zeitpunkt des Nulldurchgangs des Lasers ebenfalls Null ist. Die absorbierte Leistung bleibt während 
dieser Zeit positiv. Dies setzt voraus, daß die Kraft des Laserfeldes und die rückstellende Kraft des 
Ions abgesehen vom Vorzeichen beinahe gleich sind. Da sich die Kraft durch das Ion für einen 
Abstand d > R0 mit 1/d2 schneller ändert als im zweidimensionalen Fall, ist dieses 
Quasigleichgewicht der Kräfte empfindlicher gegenüber Störungen. 
Werden anstelle von harmonisch wechselwirkenden Teilchen homogene Kugeln mit dem 
Durchmesser d0= 1.0 verwendet, setzt die Ladungstrennung bei einer geringeren Intensität ein. Wie in 
Abbildung 4.38 zu erkennen, existiert ein erstes Absorptionsmaximum bei etwa I0 = 1.0 · 1017Wcm-2. 
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Abbildung 4.38: Absorption im Zweiteilchenmodell für homogene 
Kugeln. Ladungstrennung setzt in diesem Falle schon bei etwa I0=1017 
Wcm-2 ein. 
Die Tatsache, daß eine kleinere Feldamplitude zum Herauslösen des Quasielektrons benötigt wird, 
erklärt sich aus dem im letzten Abschnitt (Abbildung 4.38) dargestellten Potentialverlauf: Die 
Potentialbarriere, die bei homogenen Teilchen mit Durchmesser d0= 1.0 überwunden werden muß, 
entspricht der bei harmonischen Teilchen mit dem Parameter δ0= 5/8, welche wiederum kleiner ist als 
bei den oben verwendeten Ladungen mit δ0= 0.5. 
 
Der enge Zusammenhang zwischen der Existenz von scharfen Maxima und der Bahnkurve des 
Elektrons vor der eigentlichen Ionisation wird besonders deutlich, wenn künstlich die Wechselwirkung 
zwischen Elektron und Ion ausgeschaltet wird, sobald der Abstand größer δ0 wird. In diesem Falle 
ergibt sich eine völlig andere Absorptionskurve (Abbildung 4.39). 
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Abbildung 4.39: Absorption für ein Elektron-Ion-Paar, deren 
Wechselwirkung für Abstände größer δ0 verschwindet. Ohne diese 
Wechselwirkung kann das Elektron nur einen geringen Energieanteil 
aufnehmen. 
Es sind zwar auch hier Maxima zu erkennen, die im Vergleich weder scharf noch hoch sind. Eine 
Erklärung für den Unterschied ergibt sich aus der Abbildung 4.9: Ein Elektron, welches im absoluten 
Maximum des Pulses frei wird, nimmt demnach keine Energie auf. Bei etwas höherer Intensität liegt 
der Zeitpunkt der Ionisation kurz vor dem Maximum, so daß die Energieabsorption mit der 
Zeitverschiebung ansteigt. Der Anstieg erfolgt, bis das vorausgehende Maximum die Feldstärke zur 
Ionisation erreicht und die Energieaufnahme wieder abrupt abfällt. Der Wert von zwei Up kann in 
diesem Ablauf nicht erreicht werden, da dazu Ionisation im Nulldurchgang des Laserfeldes zur Hälfte 
des Pulses erfolgen müßte. 
4.3.3 Vielteilchendynamik 
Die bisherigen Ergebnisse auf Basis eines Zweiteilchenmodells zeigen keine großen Unterschiede im 
Absorptionsverhalten zwischen Plasmasäule und Plasmakugel. Es ist jedoch zu erwarten, daß die 
Absorption der Kugel einer anderen Skalierung folgt als die Säule oder die Plasmaschicht, da sich das 
Potential einer durch Ladungstrennung aufgeladenen Kugel von denen der beiden anderen 
Formationen unterscheidet. Der folgende Abschnitt zeigt die numerischen Resultate, die eine 
dreidimensionale Vielteilchensimulation liefert. 
Die physikalischen Parameter des Plasmas und des Lasers, die den Simulationen zugrunde liegen, 
werden von vorhergehenden Abschnitten übernommen. Die numerischen Parameter sind durch die 
meistenteils verwendete Teilchenzahl von J = 905 und den zeitlichen Abstand zwischen zwei 
Simulationsschritten 
( )
( )
01
2
SI
SI Dt
c
∆ =  (4.82)
gegeben. Bei der meist gewählten Laserfrequenz ω = 0.1 ωp entspricht dies etwa 187 Zeitschritten pro 
Laserperiode. Der Abstand zwischen zwei benachbarten Ionen hängt von der Teilchenzahl ab: 
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Der Wert dieses Abstands beträgt damit für die obige Vorgabe von J recht genau 1/12 D0. Der 
maximale Abstand für harmonische Wechselwirkung zwischen zwei Teilchen ist auf δ0 = 1/2 ∆x 
festgelegt. Der Einfluß des Regularisierungsparameters wurde in Kapitel 4.2.4 diskutiert. Die 
Ergebnisse sind auf die dreidimensionalen Simulationen übertragbar und werden deshalb nicht 
gesondert behandelt. 
Überblick über Teilchen in der Kugel 
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Abbildung 4.40: Plasmakugel im Laserpuls bei einer Intensität von 1017 Wcm-2. Das Bild zeigt die 
Elektronen blau und die Ionen in rot. Zur besseren Übersicht sind die Ionen transparent gezeichnet. 
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Bei der Existenz von lokalen Minima bleiben die Elektronen bis zur Intensität I0 ≈ 1.0 · 1015Wcm-2 
lokal gebunden. Oberhalb dieser Grenze werden Elektronen freigesetzt; dies ist mit einer 
Thermalisierung der Elektronen in der Kugel verbunden (Abbildung 4.40). Wie schon bei der 
Plasmasäule bündeln sich die in der Kugel verbleibenden negativen Ladungen um ihren Schwerpunkt, 
dessen Bewegung im Laserfeld durch die Gleichung (siehe Abschnitt 4.3.3) 
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in guter Näherung beschrieben wird. Die Plasmakugel hat damit eine Eigenfrequenz 
0
1
3 p
ω ω= . (4.85)
Der Anteil der freien Elektronen läßt sich näherungsweise angeben, wenn eine Auslenkung 
0
0
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Ey D
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∆ =  (4.86)
von ihren Anfangspositionen für alle Elektronen angenommen wird. Der Anteil 
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befindet sich dann außerhalb des Kugelradius R0 und soll als frei ansehen werden. Abbildung 4.41 
zeigt die Simulationsergebnisse im Vergleich mit der Kurve g2(I0). 
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Abbildung 4.41: Anteil der freiwerdenden Quasielektronen in Abhängig-
keit von der Intensität. 
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Die numerisch berechnete Ionisation ist wie schon im Falle der Plasmasäule meistenteils höher als 
Gleichung (4.87) vorgibt. Dennoch weicht die Zahl der freien Elektronen Jfrei auch im Falle der Kugel 
im Intensitätsbereich zwischen 5.0 · 1015Wcm-2 und 1.0 · 1017Wcm-2 nicht sehr stark von der 
Proportionalität zur Feldamplitude des Lasers 0E  ab. Wegen der relativ geringen Teilchenzahl ist der 
Kurvenverlauf für schwache und annähernd vollständige Ionisation statistisch unzuverlässig. Dies hat 
auch Konsequenzen für die numerische ermittelte Energieabsorption, welcher sich der folgende 
Abschnitt zuwendet. 
4.3.4 Energieabsorption 
Der Intensitätsbereich, der zwischen dem ersten Herauslösen von Elektronen bei I0 ≈ 1.0 · 1015Wcm-2 
und der vollständigen Ladungstrennung bei I0 ≈ 5.0 · 1017Wcm-2 liegt, ist bei der gewählten Zahl an 
Simulationsteilchen kleiner als der entsprechende Bereich im Falle der Plasmasäule. Es führen 
Einzelteilcheneffekte einerseits (bei kleinen Intensitäten) und Sättigungseffekt andererseits dazu, daß 
keine eindeutige exponentielle Abhängigkeit der Absorption festzustellen ist. Hinzu kommt, daß die 
Proportionalität zwischen Feldamplitude und Zahl freier Teilchen nicht streng erfüllt ist. Im Vergleich 
mit der Absorption der Säule ist dennoch zu erkennen, daß der Anstieg mit der Intensität geringer ist 
und zwischen I0 ≈ 1.0 · 1016Wcm-2 und I0 ≈ 1.0 · 1017Wcm-2 etwa mit dem Exponenten Eins 
anwächst. 
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Abbildung 4.42: Energieabsorption im Laserpuls. Für hohe Intensitäten skaliert die 
Absorption etwa mit Up. Für homogene Quasiteilchen beginnt diese Skalierung und damit die 
Emission von Elektronen bei kleineren Intensitäten 
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Zusätzlich zur Absorption bei der Verwendung von harmonischen Teilchen ist in Abbildung 4.42 auch 
die Absorption für homogene Kugeln mit gleichem Radius angegeben. Dabei bestätigt sich die 
Feststellung aus Kapitel 4.2.5, daß die Energieaufnahme für hohe Intensitäten unabhängig vom 
Einzelteilchenpotential ist. Da das Potential bei gleichem Radius für harmonische Teilchen tiefer ist 
(vgl. Kapitel 4.3.1), werden in diesem Falle die Quasielektronen erst bei einer größeren 
Laseramplitude aus der Plasmakugel gezogen als bei homogenen Teilchen. 
 
Auch im dreidimensionalen Fall setzt sich die gesamte absorbierte Energie meistenteils aus der 
potentiellen Energie U und der kinetischen Energie der freien Teilchen Kfrei zusammen (Abbildung 
4.43). Letztere steigt auch hier deutlich schneller als die Gesamtenergie an, da jedes freiwerdende 
Elektron dazu beiträgt. 
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Abbildung 4.43: Aufteilung der Energie. Auch im Fall der Plasmakugel setzt sich die 
Gesamtenergie aus der potentiellen Energie und der kinetischen Energie der freien Teilchen 
zusammen. 
Nach der Division durch die Teilchenzahl (Abbildung 4.44) zeigt sich, daß die herausgelösten 
Ladungen nach einem sprunghaftem Anstieg einen schnell abnehmenden Anteil der Laserenergie in 
Form von kinetischer Energie aufnehmen. Wie schon bei der Absorption der Säule ist eine 
Begründung hierfür in der Verteilung der Zahl der freiwerdenden Teilchen über der Laserperiode zu 
finden: Mit zunehmender Laserintensität werden mehr und mehr Elektronen in frühen Phasen des 
Pulses frei und nehmen dabei einen kleiner werdenden Anteil der Energie auf. 
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Abbildung 4.44: Energie pro Teilchen in Einheiten Up. Bei steigender 
Intensität fällt der Anteil, den die freien Elektronen aufnehmen, stark ab. 
Absorption in Sinusschwingung 
Der Einfluß der Pulsdauer auf den Exponenten, mit dem die Absorption ansteigt, wird auch deutlich, 
wenn mit verkürzten Pulsen angeregt wird (Abbildung 4.45). Dauert der Laser eine halbe Sinusperiode 
an, so skaliert die absorbierte Energie zwischen I0 = 2.0 · 1016Wcm-2 und I0 = 5.0 · 1017Wcm-2 etwa 
mit Up1.55. Schon bei einer vollen Sinusschwingung des Lasers sinkt der Exponent auf 1.35. Typisch 
für diesen geringen Wert ist, daß die mittlere kinetische Energie der freien Teilchen mit der Intensität 
abfällt. 
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Abbildung 4.45: Skalierung der Absorption in einer halben und einer vollen 
Sinusschwingung des Lasers. Mit zunehmender Pulsdauer sinkt der Wert 
des Exponenten rasch. 
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Ionenbewegung 
In den bisherigen Simulationen wurden die Ionen stets als unbeweglich angenommen, da sich ihre 
Position aufgrund der Massenträgheit während eines kurzen Laserpulses kaum verändert. Mit 
zunehmender Aufladung durch Emission von Elektronen ist jedoch nicht zu erwarten, daß die 
Plasmakugel für lange Zeit Form und Größe beibehält, daher soll untersucht werden, inwieweit 
bewegliche Ionen Einfluß auf das Absorptionsverhalten des Plasmas haben. 
Die in diesem Abschnitt gezeigten Ergebnisse basieren auf Simulationen mit vergleichsweise leichten 
Ionen, um die Zeit bis zum Einsetzen der Ionenbewegung kurz zu halten. Das Massenverhältnis 
zwischen Quasielektronen und Quasiionen beträgt 
2000e
i
m
m
=  (4.88)
und ist damit nahe am Elektron-Proton-Verhältnis für Wasserstoff. Der Abschnitt behandelt den 
Einfluß der Ionenbewegung nicht erschöpfend, beschreibt aber einige Tendenzen, die durchaus 
Hinweise auf das Verhalten bei anderen Massenverhältnissen und längeren Pulsen geben. 
In Abbildung 4.46 sind die Positionen der Teilchen zu verschiedenen Zeitpunkten in einem kurzen 
(τ = 8T0), nichtresonanten (ω = 0.1 ωp) Laserpuls mit der Intensität I0 = 1.0 · 1017Wcm-2 zu sehen. 
Deutlich zu erkennen ist die Expansion der Ionenkugel, nachdem ein großer Teil der Elektronen 
emittiert wurde. Diese Expansion erfolgt primär aufgrund der elektrostatischen Abstoßung der 
Ladungen („Coulomb-Explosion“). Die Ausdehnung setzt vom Kugelrand her ein, da sich die im 
Zentrum verbleibende Elektronen und Ionen neutralisieren; dieser Bereich bleibt zunächst relativ 
stabil. Es zeigt sich keine nennenswerte Verformung der Kugel, so daß der Expansionsprozeß in alle 
Raumrichtungen gleichmäßig erfolgt; auch zu späten Zeitpunkten ist noch die regelmäßige 
Anfangsformation der Ionen zu erkennen. 
Im Vergleich zur Situation mit unbeweglichen Ionen (Abbildung 4.40) fällt auf, daß bei beweglichen 
Ionen mehr Elektronen freigesetzt werden. Dies wird durch Abbildung 4.47 bestätigt, in welcher der 
Anteil der freien Elektronen über der Intensität aufgetragen ist. Der Anstieg erfolgt etwa proportional 
E00.7. 
Die verstärkte Emission von Teilchen erklärt sich aus einer kleiner werdenden Potentialbarriere wegen 
der Expansion, da das maximale elektrische Feld einer geladenen Kugel auf dem Rand bei 
wachsendem Radius schnell klein wird (vgl. Gleichung (4.70)). 
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Abbildung 4.46: Plasmakugel mit frei beweglichen Ionen im Laserpuls bei einer Intensität von 1017 
Wcm-2. Das Massenverhältnis zwischen Ionen (rot) und Elektronen (blau) beträgt 2000. Die Ionen 
sind zur besseren Sichtbarkeit der Elektronen transparent gezeichnet. 
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Abbildung 4.47: Anteil der freien Elektronen bei Rechnungen mit frei 
beweglichen Ionen. Im Vergleich zu ionenfesten Rechnung steigt der 
Anteil schneller mit der Intensität. 
Die Ionenbewegung hat damit auch deutlichen Einfluß auf das Absorptionsverhalten der Plasmakugel. 
Verglichen mit der ionenfesten Absorption proportional Up für hohe Intensitäten, steigt die 
Energieaufnahme hier mit etwa Up1.4 (Abbildung 4.48). 
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Abbildung 4.48: Absorption bei Rechnungen mit beweglichen Ionen. Das 
Massenverhältnis zu den Elektronen beträgt 2000. 
Es ist in diesem Zusammenhang aufschlußreich, die Energieaufnahme im Laser über einen längeren 
Zeitraum zu verfolgen. Dazu soll der Laser zeitlich unbegrenzt mit einem Sinus schwingen, so daß 
sich ein Abbild der Absorption zu verschiedenen Phasen der Expansion ergibt. 
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In Abbildung 4.49 sind die Änderung der Energie pro Laserperiode und das Verhältnis der 
Resonanzfrequenz der Kugel zur Laserfrequenz ωK / ω dargestellt. Da mit der Ausdehnung der 
Ionenladung deren mittlere Dichte abnimmt, ändert sich damit auch die Resonanz. Die Abbildung 
zeigt deutlich, daß die Absorption mit Absenken der Resonanzfrequenz zunimmt und ihr Maximum 
fast exakt bei Gleichheit der beiden Frequenzen erreicht. Jenseits der Resonanz wird das Plasma 
schnell transparent für den Laser. 
Diese Rechnung wurde bei einer relativ geringen Intensität von 1014Wcm-2 durchgeführt, so daß die 
elektrostatische Expansion langsam erfolgt. Dennoch wird die Resonanz schon nach etwa 35 
Laserperioden erreicht. Für höhere Intensitäten ist eine schnellere Expansion zu erwarten. 
Letzteres führt dazu, daß bei steigender Intensität auch in kurzen Pulsen die Wechselwirkung 
zunehmend in der Nähe der Resonanz stattfindet, wobei sich die Energieaufnahme erhöht. Mit diesem 
Ergebnis läßt sich der stärkere Anstieg der Absorption mit der Intensität qualitativ verstehen. 
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Abbildung 4.49: Energieaufnahme pro Periode und Frequenzverhältnis im 
sinusförmig schwingenden Laser. Bei der Expansion der Plasmakugel wird eine 
Resonanz durchlaufen. 
4.3.5 Vergleich zwischen Plasmasäule und Plasmakugel 
Die bisher gezeigten Ergebnisse zur Absorption weisen darauf hin, daß die Abhängigkeit der 
Skalierung von der betrachteten Plasmageometrie mit der Bewegung der emittierten Teilchen im 
jeweiligen Potential zusammenhängt. Es liegt nahe, daß ein freies Elektron während eines Stoßes mit 
dem Plasma zusätzlich Energie aufnehmen kann. 
Für einen Stoß ist charakteristisch, daß das Elektron in das Plasma eintaucht und es wieder verläßt, so 
daß die Zahl dieser Vorgänge auf die mittlere Anzahl der Stöße pro freiem Teilchen schließen läßt. 
Abbildung 4.50 zeigt diese Größe für die Plasmasäule und die Plasmakugel in Abhängigkeit von der 
Intensität. Die Grafik verdeutlicht, daß die Stoßwahrscheinlichkeit nach dem Einsetzen der Emission 
ab etwa 1016Wcm-2 kontinuierlich abnimmt und für die Plasmakugel geringer als für die Plasmasäule 
ist. Die Erklärung dazu wurde schon in Kapitel 4.2.5 (vgl. Abbildung 4.25) angedeutet: Die 
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Plasmakugel bietet für ein freies, im elektrischen Feld des Laser umkehrendes Elektron ein kleineres 
Ziel als die Säule, besonders, wenn es sich zuvor in starken Feldern weit von der Säule entfernt hat, so 
daß die Wahrscheinlichkeit größer ist, daß es vorbeifliegt. 
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Abbildung 4.50: Mittlere Anzahl der Stöße zwischen freien Elektronen und dem Plasma. 
Die geometrieabhängige Stoßwahrscheinlichkeit liefert eine plausible Erklärung für die 
unterschiedliche Skalierung der Absorption. Bei geringer Stoßwahrscheinlichkeit ist die 
Energieaufnahme eines emittierten Teilchens hauptsächlich vom Zeitpunkt des Freiwerdens abhängig, 
Da bei steigender Intensität mehr Teilchen früh im Puls frei werden, sinkt die Energieaufnahme pro 
Teilchen in Einheiten Up.(vgl. 4.2.5 und Abbildung 4.24). Dies kann ausgeglichen werden, wenn ein 
Teilchen nachfolgend in einer späteren Phase des Pulses mit dem Plasma stößt und weitere Energie 
aufnimmt. Die Wahrscheinlichkeit dafür ist bei der Plasmasäule größer. 
Auch in Hinsicht auf die stark mit der Intensität steigende Absorption der Plasmaschicht ist die 
Erklärung schlüssig, da hier ein zurückkehrendes Elektron nicht an der Schicht vorbeifliegen kann und 
zwangsläufig stößt. 
 
  
Kapitel 5  
 
Zusammenfassung 
In dieser Arbeit wird die Wechselwirkung von Mikroplasmen mit kurzen intensiven Laserpulsen 
untersucht. Im Mittelpunkt des Interesses steht die nichtlineare Dynamik der Plasmaelektronen, für 
deren Behandlung verschiedene numerische Methoden der Plasma- und Teilchensimulation aufgezeigt 
werden. 
Kapitel 2 behandelt das Absorptionsverhalten einer dünnen Plasmaschicht im Rahmen eines 
eindimensionalen elektrostatischen Modells mit frei beweglichen Elektronen vor einem homogenen 
Ionenhintergrund. Dabei wird festgestellt, daß die Energieaufnahme der Schicht von der Emission der 
Elektronen an den beiden Plasmaoberflächen bestimmt wird und mit Up1.5 skaliert. Jedes freie Elektron 
nimmt dabei Energie proportional Up auf, während die Zahl der emittierten Elektronen linear mit der 
Laseramplitude E0 ansteigt. 
Der gleiche Absorptionsmechanismus kann in Kapitel 3 bei relativistischen elektromagnetischen PIC-
Simulationen einer zylindrischen Plasmasäule im Laserpuls beobachtet werden. Die Absorption 
skaliert für diese Plasmageometrie jedoch mit einem kleineren Exponenten etwa proportional Up1.3. 
Wird die Laserintensität verringert, zeigen die PIC-Simulationen einen Übergang zu einem 
konventionellen Absorptionsgesetz, welches proportional zur Lichtintensität verläuft. 
Neben der Analyse des Absorptionsverhaltens klärt Kapitel 3 methodische Fragen des PIC-Modells. 
Die Äquivalenz der Simulationsmethode zur Vlasov-Theorie wird aufgezeigt und ein exakt 
ladungserhaltender Algorithmus zur Teilchenbewegung hergeleitet. 
In Kapitel 4 wird ein alternatives Teilchenmodell zur Simulation von zwei- und dreidimensionalen 
Plasmaformationen vorgestellt, welches nicht den Beschränkungen durch die Grenzen des PIC-Gitters 
unterliegt. Hierbei werden die Teilchenpaarwechselwirkungen elektrostatisch mit einer regularisierten 
Coulomb-Wechselwirkung berechnet. Die Ergebnisse zeigen trotz der Unterschiede zwischen den 
Modellen gute Übereinstimmung. Die Erweiterung auf drei Dimensionen bei Betrachtung einer 
kleinen Plasmakugel im Laserfeld macht deutlich, daß die Skalierung der Absorption stark 
geometrieabhängig ist. Im dreidimensionalen Fall steigt die Absorption mit Up1.0 an. 
Ein Grund für die unterschiedliche Skalierung der Absorption läßt sich über einen Vergleich aller 
Ergebnisse für die verschiedenen Plasmaformationen angeben. 
Die Untersuchungen zeigen zum einen, daß emittierte Elektronen nicht direkt unter Aufnahme von 
Energie in der Größenordnung von Up das Plasma verlassen, sondern während einer halben 
Laserperiode einem empfindlichen Mechanismus unterliegen, der die Energieaufnahme bestimmt. In 
diesen Mechanismus geht das Potential des aufgeladenen Plasmas ein. 
Zum anderen wird deutlich, daß der Emissionsprozeß alleine nur zum Teil die Energieaufnahme 
erklärt. Auch in der nachfolgenden Bewegung kann ein Elektron durch Stöße mit dem Plasma 
signifikant Energie im Laserfeld aufnehmen. Da die Stoßwahrscheinlichkeit mit jeder Beschränkung 
in der räumlichen Ausdehnung des Plasmas abnimmt, erklärt sich daraus die Geometrieabhängigkeit 
der Absorption. 
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Im Rahmen der dreidimensionalen Teilchensimulationen wurden für leichte Atome auch 
Berechnungen mit Ionenbewegung durchgeführt. Die Berücksichtigung der Ionenbewegung führt zur 
Bestätigung des für ein expandierendes Cluster angenommenen Mechanismus der 
Resonanzabsorption. Mit langen Pulsen kann eine maximale Energieaufnahme nachgewiesen werden, 
sobald während der Simulation die Plasmaresonanz durchlaufen wird. 
Weiterhin ergibt sich eine stärkere Intensitätsabhängigkeit der Absorption in kurzen Pulsen als die 
Berechnungen ohne Ionenbewegung liefern. 
5.1 Ausblick 
Während die Dynamik der Elektronen in dieser Arbeit ausführlich behandelt wird, beschränkt sich die 
Untersuchung des Einflusses der Ionen auf einen Ansatz. Trotz der kurzen Dauer der Pulse scheint die 
Expansion wegen der starken Aufladung des Plasmas vor allem bei leichten Ionen schon früh 
einzusetzen. Dieser Bereich bedarf einer gründlichen Untersuchung. 
Das Teilchenmodell aus Kapitel 4 ist wegen der umfangreichen Berechnungen aller 
Paarwechselwirkungen nur bedingt verwendbar, um detailliert statistische Aussagen über die 
Energieverteilungen der Elektronen und Ionen zu machen. Dies kann sich mit einer Entwicklung zu 
leistungsfähigeren Computern und einer Parallelisierung des Programmcodes ändern. Gleichzeitig 
bietet es sich an, die Berechnung der für große Abstände wirkenden Kräfte durch eine Tree-Code-
Näherung effektiver zu gestalten. Einige Arbeiten dazu wurden von P. Gibbon bereits begonnen. 
Weiterhin sind auf kurzer Abstandsskala Erweiterungen des atomphysikalischen Modells denkbar, 
z.B. in Hinsicht auf Ionisations- und Stoßprozesse. 
Mit diesen Erweiterungen ist abzusehen, daß sich anhand einer solchen Teilchensimulation die 
unterschiedlichen experimentellen Befunde bezüglich der Elektronen- und Ionenenergien 
nachvollziehen lassen. 
 
  
Anhang 
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A. Grundgleichungen 
Die im Rahmen dieser Arbeit behandelten Plasmen sollen als klassisches Gas, bestehend aus negativ 
geladenen Elektronen und positiven Ionen, betrachtet werden. Die Ionen werden aufgrund ihre großen 
Trägheit meistenteils als ortsfest während der Wechselwirkung mit ultrakurzen Laserpulsen 
angenommen. 
Aus dem Ort ( )i tx und der Geschwindigkeit ( )i tv  der geladenen Teilchen ergeben sich 
Ladungsdichte ( ),tρ x  und Stromdichte ( ),tj x , die wiederum über die Maxwell-Gleichungen 
( )
( )
( )2
0
, ,,t tc t
t ε
∂ = ∇× −∂
E x j xB x  (A.1)
( )
( )
, ,t t
t
∂ = −∇×∂
B x E x  (A.2)
( )
( )
0
,, tt ρ ε∇ ⋅ =
xE x  (A.3)
( ), 0t∇ ⋅ =B x  (A.4)
das elektrische Feld ( ),tE x  und das magnetische Feld ( ),tB x  bestimmen. Die Bewegung einer 
Ladung i selbst folgt allgemein der relativistischen Bewegungsgleichung 
( ) ( ), ,ii i i i i
i
dm q t t
dt γ
 = + ×   
uu E x B x  (A.5)
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B. Dimensionslose Größen und Skalenfaktoren 
Die folgenden Gleichungen ermöglichen die Umrechnung von den in Kapitel 3 und Kapitel 4 
verwendeten dimensionslosen Größen in SI-Größen: 
( ) * ˆ .SIG G G= ⋅  (B.7)
Simulationsparameter sind rot, physikalische Konstanten blau markiert: 
* * * *; ; ;x t v c
c
x cx
x
ω= = = =∆∆ ∆  (B.8)
* *0 0 0*
0 0 0
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C. Energie pro Fläche eines Laserpulses 
Ein Sinusquadrat-Laserpuls 
( ) ( )20 sin sin2 tE E tnω ω=  (C.13)
hat eine Intensität von 
( ) ( )4 20 sin sin2 tI I wtnω= . (C.14)
Integration über die Dauer des Pulses ergibt die eingestrahlte Energie pro Fläche: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )( )( )
5 3 3
0
4 5 sin cos 2 sin cos3
8 1 1 2 1 2 1
n n n n n n n
w I
n n n n
π π π π
ω
− + + −
= − + − + . (C.15)
Für ganzzahlige n vereinfacht sich der Ausdruck zu 
2 2
0 0 0
3 2 3
16 16n
w E n E nTπω= = . (C.16)
Der Energieinhalt eines Pulses ist demnach proportional zum Verhältnis /n ω  bzw. zu 0nT . 
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D. Kraft zwischen zwei sich durchdringenden Kugeln 
Für eine kugelsymmetrische Ladungsverteilung ( )ρ x  eines Teilchen mit Radius 0r  ist der 
Potentialverlauf für Abstände 0d r>  identisch mit dem einer Punktladung. 
Wird der Abstand zwischen zwei Teilchen geringer als 02r , so hängt die elektrostatische Kraft von 
der Ladungsverteilung ab. Für den einfachen Fall der homogenen Dichte constρ =  soll im folgenden 
die Kraft zwischen zwei Kugeln berechnet werden. 
Abbildung D.1 zeigt die beiden Teilchen 1 und 2 mit den Ladungen 1Q  und 2Q  und gleichem 
Volumen 1 2K K K= = . Es wird angenommen, daß sich Teilchen 1 im Ursprung befindet, während 
Teilchen 2 um die Strecke 00 2d r≤ ≤  entlang der z-Achse verschoben ist. Damit überschneiden 
sich die Teilchen in einem Volumen S, 1R  und 2R  bezeichnen die Volumina der einzelnen Teilchen, 
die sich nicht überschneiden. 
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Abbildung D.1: Schnitt durch zwei sich überlagernde Ladungskugeln. 
Die Kraft von Teilchen 1 auf 2 ist gegeben durch: 
2
2( ) ( )
K
dVρ= ∫ 112 KF r E r . (D.17)
2ρ  sei homogen, d.h. 
2
2
1( )
K
Q dV
V
  =    ∫12F E r . (D.18)
Die Kraft setzt sich zusammen aus den Anteilen der Kugel 2 innerhalb und außerhalb des 
Schnittvolumens; dies entspricht der Aufspaltung des Integrals in zwei Summanden: 
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Die Felder einer Kugel innerhalb und außerhalb ihres Radius’ sind bekannt, daher ist 
2
1 2
3 3
0S R
Q Q dV dV
V r r
  = +    ∫ ∫12
r rF . (D.20)
Der Anteil der Kraft auf das Schnittvolumen läßt ist also durch den Schwerpunkt /2Sr d=  dieses 
Volumens bestimmt: 
3 3
0 0
S
S
SdV
r r
=∫ r r . (D.21)
Die Integration über das Restvolumen 2R  kann explizit durchgeführt werden. Bei oben beschriebener 
Anordnung gilt in Kugelkoordinaten: 
2 2
2
2
3 3
cossin
sin cos .
θθ ϕ θ
θ θ ϕ θ
=
=
∫ ∫
∫
r
R R
R
rdV r d d dr
r r
d d dr
 (D.22)
Die Integrationsgrenzen ergeben sich aus den folgenden Überlegungen: Das Restvolumen 2R  
entspricht dem Kugelvolumen vermindert um das Schnittvolumen S zweier Kugelabschnitte, die 
wiederum auf Kugelsegmenten mit dem azimutalen Öffnungswinkel 2α  aufsitzen. Für α  gilt 
0
arccos
2
d
r
α  =    . (D.23)
Ein Strahl ausgehend vom Ursprung in radialer Richtung schneidet das Volumen an zwei Stellen. 
Solange / 4 /2π α π< <  und 0 θ α< <  für den Winkel θ  des Strahl zur z-Achse gilt, liegen die 
Schnittpunkte bei r0 und bλ .  
Für kleinere Winkel 0 / 4α π< <  gibt es auch Werte θ α> , bei denen der Strahl das Volumen 
schneidet. Nach oben begrenzt der Winkel β  
( )0arcsin rdβ =  (D.24)
diesen Bereich. Hier liegen die Schnittradien bei aλ  und bλ . 
 
aλ  und bλ  ergeben sich durch Einsetzen der Geradengleichung 
( ) ( ), , cos sin , sin sin , cosx y z λ φ θ φ θ θ=  (D.25)
(mit 0λ > ) in die Kreisgleichung 
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( )( )22 2 20x y d z r+ + − = . (D.26)
Es folgt: 
( )2 2, 0 2 cos cos 1 4 cos sina b rλ α θ α θ= −∓ . (D.27)
Das Integral kann nun in den richtigen Grenzen berechnet werden. Für 0 / 4α π< <  setzt sich das 
Integral aus zwei Bereichen zusammen: 
( )( )
( )( ) ( )
2
0
2 2
0 0 0
32 20 3 6 2 2 2
2
3 32 20 2 2 2 2
2
sin cos
sin cos sin cos
1 8 cos 8 cos 6 cos sin 1 2 cos
6 cos
2 1 2 cos 1 4 cos sin
6 cos
... .
π α λ π β λ
α λ
θ θ ϕ θ
ϕ θ θ θ ϕ θ θ θ
π α α α α αα
π α α βα
= +
 = + − − − −   
 + − − −   
=
∫
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫b b
a
R
r
d d dr
d d dr d d dr
r
r
 
(D.28)
Beim Auflösen des Wurzelterms ist zu beachten, daß ( )21 2 cos 0α− <  für / 4α π<  ist und damit 
bei der Umformung  
( )( ) ( )
32 322 21 2 cos 1 2 cosα α− = ± −  (D.29)
ein Vorzeichenwechsel stattfindet. Damit ist weiterhin 
( )
32 2 3 4 6 2
0 0
2 2 3 4 6 2
0 0 0 0 0
0
0
4 3 3 1 1... 1 1
6 2 8 8 2
8 3 .
12
π
π
     = − + + − − −       
= −
r r d d d d d
d r r r r r
d r d
r
 (D.30)
Im Falle / 4 /2π α π< <  ergibt sich 
( )( )
( )
2
0
2
0 0
32 20 3 6 2 2 2
2
0
0
sin cos
sin cos
1 8 cos 8 cos 6 cos sin 1 2 cos
6 cos
8 3
12
π α λ
θ θ ϕ θ
ϕ θ θ θ
π α α α α αα
π
=
 = + − − + −   
= −
∫
∫ ∫ ∫ b
R
r
d d dr
d d dr
r
d r d
r
 (D.31)
und damit eine identische Lösung. 
Die Kraft zwischen den zwei Kugeln läßt sich nun aufschreiben: 
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( )1 212 0 3
0 0
2 4
1 2
2 2 4
00 0 0
8 3
12 2
8 9 2
24 4 16
π = − +   
 = − +   
F e
e
s z
z
Q Q d dr d V
V r r
Q Q d d d
rr r r
 (D.32)
Für 1 2Q Q=  und 0 0.5r =  zeigt die Abbildung D.2 den Verlauf der Kraft in Abhängigkeit vom 
Abstand d. 
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Abbildung D.2: Kraft zwischen zwei homogen geladenen Kugeln. 
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